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Aufgabe 1 (5 Punkte):
a) (0.5 Punkte) Essei A ein linearer Operator auf dem Vektorraum H (dimH = N). Aus der
Vorlesung kennen Sie die Matrixdarstellung A;;, = (e;|A|ex) von A bzgl. der Orthonormalbasis
{le1),...|len)}. Beweisen Sie

A=D Ajeles) e
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Hinweis: Zwei Operatoren sind identisch wenn sie die gleiche Matrixdarstellung haben.
b) (0.5 Punkte) Die Zusténde |x), |y) und |¢) = cos ¢|z) + sin ¢|y) beschreiben linear pola-
risierte Photonen mit den Polarisationsrichtungen e;, e, und cos ¢ e, + sin ¢ e,. Betrachten
Sie den Operator Py = |¢)(¢|. Berechnen Sie die Matrixdarstellung von Py bzgl. {|z), |y)}.

c) (1 Punkt)  Licht sei in der Richtung cosa e, + sina e, polarisiert und werde durch
den Zustandsvektor |a) = cos ao|z) +sin aly) beschrieben. Der Erwartungswert einer Messung
der Polarisation in Richtung cos ¢ e, + sinpe, ist wy(a) = (| Pg|a). Berechnen Sie diesen
Erwartungswert sowie die Unschérfe

APy(a) = /(alPla) — wy(a)?

Fiir welche « finden Sie maximale bzw. minimale Unschérfe?
d) (1 Punkt) Links- bzw. Rechts-Zirkular polarisierte Photonen werden beschrieben durch

1 , 1 .
L) = ﬁ(!@ +ily) R = E(I@ —ily))

Der Basiswechsel von {|z), |y)} nach {|L),|R)} werde durch einen linearen Operator U mit
Ulz) = |L) und Uly) = |R) beschrieben. Zeigen Sie anhand der Matrixdarstellung von U,
dass U unitér ist.

e) (1 Punkte) Betrachten Sie die Operatoren Pr, = |L)(L| und Pgr = |R)(R| und berechnen
Sie die Matrixdarstellungen von Pr, und Pg beziiglich der Basis {|z), |y)}. Sind Pr, und Pg
hermitisch? Berechnen Sie die Matrixdarstellungen von PrPgr, PrPj sowie die Eigenwerte
und Eigenvektoren von Py, und Pgr und interpretieren Sie Ihre Ergebnisse.

f) (1 Punkt) |L) und |R) sind Zustéinde mit Helizitit —1 und +1.! Sie sind also Eigen-
zustinde des Helizitétsoperators H mit H|L) = —|L) und H|R) = +|R). Berechnen Sie
die Matrixdarstellung von H bzgl. {|z),|y)} und bestimmen Sie die Erwartungswerte und
Unschérfen von H fiir die Zusténde |x) und |y).

1 Zur physikalischen Bedeutung: Die Helizitéit ist die Projektion des Drehimpulses auf die Bewegungsrichtung
des Photons.



Aufgabe 2 (5 Punkte):
Es seien A, B, C, X(t) und Y (¢) lineare Operatoren auf einem endlich-dimensionalen Vek-
torraum mit Dimension N.

a) (0.5 Punkte) Zeigen Sie: [AB,C| = A[B,C] + [A,C]B.
b) (0.5 Punkte) Zeigen Sie: [A, B]' = [Bf, AT].
c) (1 Punkt) Zeigen Sie:

4
dt

d
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Dabei ist die Ableitung eines Operators definiert iiber seine Matrixdarstellung beziiglich einer

(beliebigen) Orthonormalbasis {|e1),...,|en)}:

N N
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d) (1 Punkt) Es sei
X(t) = Xo(t) = e Be ™ | X,(t) =[A,Xa(t)] VneN | (1)

wobei A und B nicht von ¢ abhéngen. Beweisen Sie durch vollstdndige Induktion:

d’n

SLX(0) = Xa(t) 2

e) (1 Punkt) Beweisen Sie mit (2) die Campbell-Baker-Hausdorff-Formel
tA —tA _ "
e Be _B+Zln!Bn : (3)

wobei B, analog zu X, (t) in (1) definiert ist.
f) (1 Punkt) Betrachten Sie den Fall
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Ao . B= 11 b2

00 bo1 b2
+tA

und berechnen Sie B, fiir alle n € IN. Berechnen Sie auch e™ und verifizieren Sie (3).



