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Aufgabe 1 (5 Punkte): Ein Photon v der Frequenz v stoe auf ein ruhendes Elektron e
der Masse m. Nach dem Stoff habe das gestreute Photon ' die Frequenz v’ und das Elektron
habe Impuls p, und Energie E.. Der Streuwinkel zwischen v und +' sei «.

a) (3 Punkte)  Stellen Sie den Energieerhaltungssatz und den Impulserhaltungssatz auf.
Fassen sie beide Gleichungen zusammen, indem Sie die Vierer-Impulsvektoren

Ee/c E’Y/C / Eé/C / E',y/c
pe = 9 p’y = 9 pe = / 9 pfy = / 9
De Dy De p,

definieren. Die ungestrichenen (gestrichenen) Groéflen beschreiben dabei die Situation vor
(nach) dem Sto. Berechnen Sie nun (p, — p’7)2 und (p. — p.)?. Driicken Sie Thre Ergeb-
nisse durch £, Eﬁ,, a und die Elektronmasse m aus. Welche Beziehung besteht zwischen E,,
El und o?

b) (2 Punkte) Leiten Sie aus IThrem Ergebnis aus (a) die Compton-Formel

N =)A= i(1 — cos )
me

ab. Dabei sind A und X die Wellenlingen des einlaufenden bzw. gestreuten Photons und
h/(me) =~ 2.4 x 10~ cm ist die Compton-Wellenléinge des Elektrons.




Aufgabe 2 (5 Punkte): Sei A eine hermitesche n x n Matrix.
a) (0.5 Punkte) Zeigen Sie, dass alle Eigenwerte von A reell sind.

b) (0.5 Punkte) Zeigen Sie, dass Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von A ortho-
gonal sind.

c) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass man stets eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von
A konstruieren kann. Zeigen Sie dazu zunéchst, dass A stets mindestens einen Eigenwert A
besitzt. Definieren Sie dann den Eigenraum zu A,

Ey={veC": Av=X v} cCC" ,

und zeigen Sie, dass E ein Vektorraum ist. Betrachten Sie dann das orthogonale Komplement

von F),
E/\l:{ue(D”:vTuzowzeE)\} ,

und zeigen Sie, dass Ei‘ ein A-invarianter Unterraum ist, also
Au € Ey Yuc Eyf

gilt. Folgern Sie daraus die Behauptung.

d) (1 Punkt) Zeigen Sie, dass eine unitéire Matrix U und eine Diagonalmatrix D existieren
mit

UTAU = D

Welcher Zusammenhang besteht zwischen U, D und den Eigenwerten und Eigenvektoren
von A?

e) (2 Punkte) Sei B eine weitere hermitesche n x n Matrix, die mit A kommutiert, also
[A,B] = AB— BA=0

erfiillt. Zeigen Sie, dass eine Orthonormalbasis aus gemeinsamen Eigenvektoren von A und
B existiert, also eine Basis vy, ..., v, von C" mit Av; = \;u; und Bv; = pv; firi=1,...,n
und Aq,..., A, 1, ..., i € R. Wie lédsst sich dieses Ergebnis auf einen Satz von m kom-
mutierenden hermiteschen Matrizen Aq,... A, (mit [4;, A;] =0 fiir alle 4,5 € {1,...,m})
erweitern?



