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Aufgabe 6: Pionen und Isospin

Wir bezeichnen mit (q,, ¢a) = (u, d) das Isospin-Quarkdublett der ersten Generation und
betrachten die Feldoperatoren

m(p) = /d3x e_ipx:qi(O,x)'y5qj(0,x): mit 4, j € {u,d}

Hier bezeichnet :-: Normalordnung (alle Erzeuger links von allen Vernichtern). Pion-
Zusténde erzeugt man, indem man geeignete Linearkombinationen der Operatoren 7;;(p)
auf das Vakuum |0) wirken 148t.

a)

Die Quarkfelder transformieren unter Ladungskonjugation C, Paritatstransformatio-
nen P und Poincarétransformationen U(A, a) wie folgt:

Cqi(2)CT = in°9%q] (2) = Cql (x) , Pai(t,x)PT =~ g;(t, —x)
U(A,a)q;(2)UT (A, a) = S(A V) gi(Az + a)

Dabei ist S(A) die Darstellung der Lorentztransformation A im Raum der Dirac-
Spinoren:
S(L+w) = exp(—fwuo™) mit o = 1,7

Wie transformieren die Operatoren m;;(p) unter réumlichen Translationen,
Ladungskonjugation und Paritétstransformationen? Wie transformieren ;;(0) unter
Drehungen? Welche Impuls-, Drehimpuls- und Paritatsquantenzahlen haben die
Zustande 7;;(0)|0)7

Hinweis: In einem normalgeordneten Produkt antivertauschen alle Fermion-
Operatoren. Zeigen Sie zunichst, dass Cq;CT = ¢'C und Pg(t,x)PT = G(t, —x)7"
ist.

Wenn man die Massen der up- und down-Quarks gleichsetzt, hat die QCD eine
zusatzliche SU(2)-Symmetrie, die man Isospinsymmetrie nennt. Die Quarkfelder ¢;
transformieren unter einer Isospin-Transformation in der fundamentalen Darstellung:

qi(z) — Uijqi(z)



mit U € C>*2, Ul = U~! und detU = 1. Wie transformieren die Operatoren
7;j(p) unter Isospin-Transformationen? Definieren Sie 7;;(p) = —eumk;(p), wobel
e = iy der zweidimensionale Levi-Civita-Tensor ist. Wie transformieren die Opera-
toren 7;;(p) unter Isospin-Transformationen? Zerlegen Sie den durch die vier Opera-
toren 7;;(p) aufgespannten Vektorraum in irreduzible Darstellungen der SU(2), d.h.
bilden Sie (analog zur Drehimpulsaddition in der Quantenmechanik) Linearkombina-
tionen 7/%3(p) der Operatoren 7;;(p), die geméf Spin-I-Darstellungen der Isospin-
SU(2) transformieren. Bestimmen Sie das Transformationsverhalten dieser Opera-
toren unter Ladungskonjugation und Paritatstransformationen sowie ihre elektrische
Ladung.

Hinweis: Fiir jede SU(2)-Matrix U gilt eU* = Ue.

Pion-Zustinde mit Impuls p werden erzeugt, indem man die Operatoren 7!+ (p) mit
I = 1 und I3 € {—1,0,+1} auf das Vakuum wirken ld8t. Wir bezeichnen diese
Operatoren im Folgenden mit 7%(p) und 7%(p). Wir betrachen nun die zwei-Pion-
operatoren

. 1 . .
OY (p) = Pk (k| — p)t(k)m? (—k):
()p2\/8_7r (k| = p):'(k)x’ (—k)
mit 4,7 € {—,0,+} und p € R. Wie transformieren die O% (p) unter Rotationen
und Isospin-Transformationen? Finden Sie fiir festes p Linearkombinationen Q%3 der
0¥ (p), die gemasB irreduzibler Darstellungen der Isospin-Symmetrie transformieren.
Hinweis: Beachten Sie, dass die Pion-Operatoren im normalgeordneten Produkt ver-

tauschen.

Die G-Paritéatstransformation ist definiert als das Produkt von Ladungskonjugation C
und einer bestimmten Isospin-Transformation:

Ggi(z)G' = (e™2/?),;Cq;(x)C"

wobei oy die zweite Pauli-Matrix ist. Wie transformieren die Pion-Operatoren 7% und
70 unter G-Paritit? Erlaubt die QCD Streuprozesse wie 7tn~ — 7ta 70?7



