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Aufgabe 1: Elektron mit Spin und Bahndrehimpuls 4+2 Punkte

Wir betrachten ein Elektron mit Bahndrehimpuls ` = 1 und Spin s = 1
2
.

(a) 1 Punkt Eine Zustandsbasis ist durch die Eigenzustände |`,m`; s,ms〉 =
|`,m`〉⊗|s,ms〉 gegeben. Wie viel Eigenzustände gibt es in diesem Fall? Wie

wirkt der Gesamtdrehimpulsoperator ~J = ~L+ ~S auf diese Zustände? Zeigen
Sie, dass diese Zustände keine Eigenzustände der Spin-Bahn-Kopplung
Hint = ~L · ~S sind.

(b) 1 Punkt Eine neue Basis von Zuständen

|j,m; `, s〉 =
∑

m`,ms

Cj m
`m` sms

|`,m`; s,ms〉 (1)

sind Eigenzustände von ~J2, Jz, ~L2 und ~S2 sowie Hint. Konstruieren Sie die
neue Basis von Zuständen mit Hilfe der Auf- und Absteigeoperatoren sowie
die Bedingung von Orthogonalität der Zustände. Vergleichen Sie Ihr Resultat
für die Clebsch-Gordan Koeffizienten Cj m

`m` sms
mit Abbildung 1.

36. Clebsch-Gordan coefficients 1

36. CLEBSCH-GORDANCOEFFICIENTS, SPHERICALHARMONICS,

AND d FUNCTIONS

Note: A square-root sign is to be understood over every coefficient, e.g., for −8/15 read −
√
8/15.

Y 0
1 =

√
3

4π
cos θ

Y 1
1 = −

√
3

8π
sin θ eiφ

Y 0
2 =

√
5

4π

(3
2
cos2 θ − 1

2

)

Y 1
2 = −

√
15

8π
sin θ cos θ eiφ

Y 2
2 =

1

4

√
15

2π
sin2 θ e2iφ

Y −m
ℓ = (−1)mY m∗

ℓ 〈j1j2m1m2|j1j2JM〉
= (−1)J−j1−j2〈j2j1m2m1|j2j1JM〉d ℓ

m,0 =

√
4π

2ℓ+ 1
Y m
ℓ e−imφ

d
j
m′,m = (−1)m−m′

d
j
m,m′ = d

j
−m,−m′ d 1

0,0 = cos θ d
1/2
1/2,1/2

= cos
θ

2

d
1/2
1/2,−1/2

= − sin
θ

2

d 1
1,1 =

1 + cos θ

2

d 1
1,0 = − sin θ√

2

d 1
1,−1 =

1− cos θ

2

d
3/2
3/2,3/2

=
1 + cos θ

2
cos

θ

2

d
3/2
3/2,1/2

= −
√
3
1 + cos θ

2
sin

θ

2

d
3/2
3/2,−1/2

=
√
3
1− cos θ

2
cos

θ

2

d
3/2
3/2,−3/2

= −1− cos θ

2
sin

θ

2

d
3/2
1/2,1/2

=
3 cos θ − 1

2
cos

θ

2

d
3/2
1/2,−1/2

= −3 cos θ + 1

2
sin

θ

2

d 2
2,2 =

(1 + cos θ

2

)2

d 2
2,1 = −1 + cos θ

2
sin θ

d 2
2,0 =

√
6

4
sin2 θ

d 2
2,−1 = −1− cos θ

2
sin θ

d 2
2,−2 =

(1− cos θ

2

)2

d 2
1,1 =

1 + cos θ

2
(2 cos θ − 1)

d 2
1,0 = −

√
3

2
sin θ cos θ

d 2
1,−1 =

1− cos θ

2
(2 cos θ + 1) d 2

0,0 =
(3
2
cos2 θ − 1

2

)

Figure 36.1: The sign convention is that of Wigner (Group Theory, Academic Press, New York, 1959), also used by Condon and Shortley (The
Theory of Atomic Spectra, Cambridge Univ. Press, New York, 1953), Rose (Elementary Theory of Angular Momentum, Wiley, New York, 1957),
and Cohen (Tables of the Clebsch-Gordan Coefficients, North American Rockwell Science Center, Thousand Oaks, Calif., 1974).

Abbildung 1: Clebsch-Gordan Koeffiziente (ohne Wurzel).

(c) 1 Bonus Punkt Beweisen Sie die Orthogonalitätsbedingungen

∑

m1,m2

Cj′m′

j1m1 j2m2
Cj m
j1m1 j2m2

= δj′jδm′m, (2)

∑

j,m

Cj m
j1m1 j2m2

Cj m
j1m′

1 j2m
′
2

= δm1m′
1
δm2m′

2
(3)

und rechnen Sie damit zum Beispiel C
1
2

1
2

1 0
1
2

1
2

nach.
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(d) 1 Bonus Punkt Beweisen Sie die Rekursionsbeziehungen

µ+(j,m)Cj m+1
j1m1 j2m2

= µ−(j1,m1)C
j m
j1m1−1 j2m2

+ µ−(j2,m2)C
j m
j1m1 j2m2−1,

(4)

µ−(j,m)Cj m−1
j1m1 j2m2

= µ+(j1,m1)C
j m
j1m1+1 j2m2

+ µ+(j2,m2)C
j m
j1m1 j2m2+1

(5)

und rechnen Sie damit zum Beispiel C
1
2

1
2

1 1
1
2
−1
2

nach.

(e) 1 Punkt Jetzt betrachten wir die zu |`,m`; s,ms〉 sowie |j,m; `, s〉 gehörige
Wellenfunktionen. Zeigen Sie, dass

Ψ`m` sms(ϑ, ϕ) = Y`m`
(ϑ, ϕ)χsms (6)

wobei Y`m`
(ϑ, ϕ) die Kugelflächenfunktionen sind, und χsms die Spinoren

χ1
2

1
2

=

(
1
0

)
, χ1

2
−1
2

=

(
0
1

)
. (7)

Zeigen Sie, dass die Wellenfunktionen Ψj m ` s(ϑ, ϕ) durch
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m 1
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gegeben sind.

(f) 1 Punkt Wie sieht die Darstellung der Operatoren Lz, Sz und Jz (wirkend
auf die Wellenfunktionen) aus? Kontrollieren Sie die Eigenwerte von Jz
wirkend auf Ψ3

2
m 1

1
2
(ϑ, ϕ).

Aufgabe 2: Dzyaloshinski-Moriya Wechselwirkung 3 Punkte

In gewissen Festkörpern wird die Wechselwirkung zwischen benachbarten Spin-1
2
-

Teilchen durch den folgenden Hamilton-Operator beschrieben:

H = A(~σ1 · ~σ2) + ~B · [~σ1 × ~σ2], (1)

wobei die Zahl A und der Vektor ~B materialabhängige Konstanten sind.

(a) 1 Punkt Zeigen Sie, dass der zweite Term im Hamilton-Operator nicht mit

dem Gesamtspin ~S = 1
2
(~σ1 + ~σ2) kommutiert. Schliessen Sie daraus, dass
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die in der Vorlesung eingeführte Gesamtdrehimpulsbasis

|1,±1〉 = |1
2
,±1

2
〉|1

2
,±1

2
〉 (2)

|1, 0〉 = 1√
2

(
|1
2
, 1
2
〉|1

2
,−1

2
〉+ |1

2
,−1

2
〉|1

2
, 1
2
〉
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(3)

|0, 0〉 = 1√
2

(
|1
2
, 1
2
〉|1

2
,−1

2
〉 − |1

2
,−1

2
〉|1

2
, 1
2
〉
)

(4)

für die Beschreibung dieses Problems keine geeignete Basis ist.

(b) 1 Punkt Zeigen Sie, dass die Wirkung des zweiten Terms im Hamilton-
Operator auf der Gesamtdrehimpulsbasis gegeben ist durch

~B · [~σ1 × ~σ2]|1,±1〉 = 0, (5)

~B · [~σ1 × ~σ2]|1, 0〉 = 2iB|0, 0〉, (6)

~B · [~σ1 × ~σ2]|0, 0〉 = −2iB|1, 0〉. (7)

wobei B = | ~B|.
(c) 1 Punkt Verwenden Sie die obigen Ergebnisse, um eine Basis aus Eigen-

zuständen des Hamilton-Operators zu bestimmen. Geben Sie auch die
dazugehörigen Energieeigenwerte an.

Aufgabe 3: Vektormodell 3 Punkte

Unter einem Vektoroperator versteht man ein Operator ~V mit der folgenden Eigen-
schaft:

[Ji, Vj] = iεijkVk. (1)

Dabei ist ~J der Drehimpulsoperator, welcher selbst ein Vektoroperator ist.
Das in der Vorlesung eingeführte Vektormodell besagt, dass alle Matrixelemente von
Vektoroperatoren bezüglich einer Basis |αjm〉 von Eigenzuständen des Drehimpulses
proportional zum Matrixelement des Drehimpulsoperators sind,

〈αjm′|~V |αjm〉 ∝ 〈αjm′| ~J |αjm〉. (2)

Das Symbol α bezeichnet dabei allfällige zusätzliche Quantenzahlen (Energie,...)
mit denen die Basis vollständig festgelegt ist. Im Folgenden wird das Vektormodell
auf zwei unterschiedliche Arten bewiesen.

(a) 1 Punkt Wie in der Vorlesung besprochen, lässt sich mit Hilfe des Wigner-
Eckhart-Theorems die folgende Identität aufschreiben:

〈αjm′|~V |αjm〉 =
〈αj|V |αj〉
〈αj|J |αj〉 〈αjm

′| ~J |αjm〉. (3)

Zeigen Sie nun, dass

〈αjm′| ~J · ~V |αjm〉 =
δm′m

2j + 1
〈αj|V |αj〉〈αj|J |αj〉. (4)
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Verwenden Sie dieses Resultat, um das Verhältnis aus reduzierten Matrix-
elementen 〈αj|V |αj〉

〈αj|J |αj〉 zu bestimmen und schliessen Sie auf das Endergebnis

〈αjm′|~V |αjm〉 =
〈αjm′| ~J · ~V |αjm〉

j(j + 1)
〈αjm′| ~J |αjm〉. (5)

(b) 2 Punkte

i) Berechnen Sie für ein Vektoroperator ~V und dem Drehimpulsoperator
~J die folgenden Kommutatoren:

[J2, Vi] = −iεijk(JjVk + VkJj) (6)

[J2, [J2, Vi]] = 2(J2Vi + ViJ
2)− 4Ji(J · V ) (7)

ii) Werten Sie nun das Matrixelement

〈αjm′|[J2, [J2, Vi]]|αjm〉 (8)

auf zweierlei Arten aus und finden Sie erneut die Aussage des Vektor-
modells.
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