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Aufgabe 1: Elektron mit Spin und Bahndrehimpuls

Wir betrachten ein Elektron mit Bahndrehimpuls £ =1 und Spin s = 3

’4—|—2 Punkte‘

1

) Eine Zustandsbasis ist durch die Eigenzustande |[¢, my; s, ms) =
|0, me) ®|s, ms) gegeben. Wie viel Eigenzustéinde gibt es in diesem Fall? Wie
wirkt der Gesamtdrehimpulsoperator J =L+ S auf diese Zustéinde? Zeigen
Sie, dass diese Zusténde keine Eigenzustdnde der Spin-Bahn-Kopplung

H = L - S sind.

(b) Eine neue Basis von Zustdnden

1j,m; L, s

)= > Claem,

me,Ms

|£7 mye; S, ms>

(1)

sind Eigenzustinde von ﬁ, g, L2 und S? sowie Hi,;. Konstruieren Sie die
neue Basis von Zustidnden mit Hilfe der Auf- und Absteigeoperatoren sowie
die Bedingung von Orthogonalitéit der Zustdande. Vergleichen Sie Ihr Resultat

fiir die Clebsch-Gordan Koeffizienten C?™
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mit Abbildung

Abbildung 1: Clebsch-Gordan Koeffiziente (ohne Wurzel).

¢) |1 Bonus Punkt| Beweisen Sie die Orthogonalitiitsbedingungen

E cim cim
Jima j2ma = 1 ma jomo

mi,m2

§ cn gm =
J1mi j2ma ]1m1]2m

und rechnen Sie damit zum Beispiel C'
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) [1 Bonus Punkt| Beweisen Sie die Rekursionsbeziehungen

m—+1 j m
/’L+( )lemtjgmg :/’l’ (jIJml)leml 1]2m2+/’6 (]27m2)0j1m1]2m2 1

(4)
m—1 i m
H— ( >C]]1m132m2 = MJF(]l’ml)CJlml-l—ljzmz +M+(‘72’m2)03]'1m1j2m2+1

(5)

N =
l\DI»—‘MI’_‘

und rechnen Sie damit zum Beispiel C , nach.

2

) Jetzt betrachten wir die zu |, my; s, ms) sowie |7, m; ¢, s) gehorige
Wellenfunktionen. Zeigen Sie, dass

H

\Ilﬁmg SMg (197 @) = nmg (197 SO) Xsms (6)

wobei Yo, (U, ¢) die Kugelflichenfunktionen sind, und xs.,, die Spinoren

= () =) "

Zeigen Sie, dass die Wellenfunktionen WU, ¢5(?, ¢) durch

3+HEY (9,

Uy W)= | " (8)
22 337 +%(19780)
Vi o 1(09) = — 2 (9)
2™ §+§Y1m+%(79790)

gegeben sind.
) Wie sieht die Darstellung der Operatoren L,, S, und J, (wirkend

auf die Wellenfunktionen) aus? Kontrollieren Sie die Eigenwerte von J,
wirkend auf W3 1 (7, ).
2™ 2

Aufgabe 2: Dzyaloshinski-Moriya Wechselwirkung 3 Punkte

In gewissen Festkorpern wird die Wechselwirkung zwischen benachbarten Spin—%—
Teilchen durch den folgenden Hamilton-Operator beschrieben:

H:A(O_:l‘o_:Q)_’_B’\‘[O_:lXO_:QL (1)

wobei die Zahl A und der Vektor B materialabhingige Konstanten sind.

Zeigen Sie, dass der zweite Term im Hamilton-Operator nicht mit
dem Gesamtspln S = $(d + 72) kommutiert. Schliessen Sie daraus, dass
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die in der Vorlesung eingefithrte Gesamtdrehimpulsbasis

L,£1) = |3, £1)]3,£1) 2)
11,0) = 5 (I5: 915 —3) + 15, =315, 3)) (3)
0,0) = &5 (I3, )15~ 5 — 5,125 (4)

fiir die Beschreibung dieses Problems keine geeignete Basis ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Wirkung des zweiten Terms im Hamilton-
Operator auf der Gesamtdrehimpulsbasis gegeben ist durch

—

B[&l XEQ]|17:|:1>:O, (5)
B-[3) x 3)]0,0) = —2iBJ1,0). (7)

wobei B = |B].
(c) Verwenden Sie die obigen Ergebnisse, um eine Basis aus Eigen-

zustdnden des Hamilton-Operators zu bestimmen. Geben Sie auch die
dazugehorigen Energieeigenwerte an.

Aufgabe 3: Vektormodell

Unter einem Vektoroperator versteht man ein Operator V mit der folgenden Eigen-
schaft:
[Ji, Vj] = i€ijn V. (1)

Dabei ist .J der Drehimpulsoperator, welcher selbst ein Vektoroperator ist.

Das in der Vorlesung eingefiihrte Vektormodell besagt, dass alle Matrixelemente von
Vektoroperatoren beziiglich einer Basis |ajm) von Eigenzustdnden des Drehimpulses
proportional zum Matrixelement des Drehimpulsoperators sind,

(ajm!|V]aim) o (ajm/|T|ajm). (2)

Das Symbol a bezeichnet dabei allfillige zusétzliche Quantenzahlen (Energie,...)
mit denen die Basis vollstdndig festgelegt ist. Im Folgenden wird das Vektormodell
auf zwei unterschiedliche Arten bewiesen.

(a) Wie in der Vorlesung besprochen, lédsst sich mit Hilfe des Wigner-
Eckhart-Theorems die folgende Identitat aufschreiben:

I . <Oéj|V|Oé]> N7 .
ajm|V]ajm) = ————=(ajm’|J|ajm). 3
(i Plagm) = 22 0% (g o) Q)
Zeigen Sie nun, dass
- - 5 /
(jm’|.J - V]ajm) = 2jm+m1 {j|Vl]eg){ajlJ]eg). (4)
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Verwenden Sie dieses Resultat, um das Verhéltnis aus reduzierten Matrix-
elementen % zu bestimmen und schliessen Sie auf das Endergebnis
(ajm!/|J - V|ajm)

oy g Tlagm).(6)

(cjm|V |ajm) =

(b)

i) Berechnen Sie fiir ein Vektoroperator V und dem Drehimpulsoperator
J die folgenden Kommutatoren:

[JQ, VZ] = —iéijk(Jij + VkJ]) (6)
(T2, [J2 Vi) = 2(J2Vi + ViJ?) — 4Jy(J - V) (7)

ii) Werten Sie nun das Matrixelement
{agm/[[J%, [, Villlagm) (8)

auf zweierlei Arten aus und finden Sie erneut die Aussage des Vektor-
modells.
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