Vorlesung 23

Freie Losungen der Dirac-Gleichung
Die Dirac-Gleichung lautet
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Der Hamiltonoperator H ist zeitunabhingig und kommutiert mit p. Das bedeutet,
dass wir stationédre Losungen suchen miissen, die einen bestimmten Impuls haben. D.h.
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ein Spinor ist.
Es folgt aus der Dirac-Gleichung, dass u(p) folgende Gleichung erfiillen muss

EBu=(ca-p+ chB) u. (5)
Wir multiplizieren beide Seiten mit der Matrix 8 und erhalten
(EAY = ¥ - 5 — mc?) u(p) = 0. (6)

Wir driicken u durch zwei Spinoren mit zwei Komponenten aus,

un=(7). 7)

und erhalten

E—-mc®  —cd-p %
( cG-p —E—mc2><x =0 (8)
Diese Gleichung hat nicht-triviale Losungen falls
E —mc? —cd - p
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Wir berechnen die Determinante und erhalten

—(E2—m?’MH+ 2P =0 = E?2=c +midt, E==+p22 + m2ct. (10)



Wir sehen, dass wir auch in diesem Fall zwei Losungen haben, einmal mit positiver
Energie und einmal mit negativer.
Wir wollen jetzt diese zwei Losungen konstruieren. Wir fangen mit dem Fall der
positiven Energie an. Wir erhalten die Beziehung zwischen den zwei Spinoren
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und erhalten
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Das zweite Argument s = +1 verdeutlicht, dass es zwei unabhéingige Spinoren ¢ gibt.
Im Falle negativer Energie bezeichnen wir den u-Spinor als v. In dem Fall sieht die
Relation zwischen ¢ und y so aus

I cd-p
(E-—m®)p—cd -px=0, = ¢= “E X (13)
Das Ergebnis fiir den Spinor lautet
i
v(p,s) =N E-m@Xs | B = —\/Z? + m2ct. (14)
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Wir haben die Losungen der Dirac-Gleichung so konstruiert, dass der nicht-relativistische
Limes regulér ist. In der Tat ist es einfach, den Limes p/mc < 1 zu berechnen und wir
erhalten

Jim u(ﬁ,s):N<f)8>, lim v(;ﬁ,s)zN( 0 ) (15)
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Um physikalische Grofien berechnen zu kénnen, muss die Wellenfunktion normiert
sein. Fiir

‘I’ﬁs(t,F) — u(ﬁ, s)6—iE‘t/7’L—|—iﬁ~?/ﬁ,7 (16)
lautet die Normierungsbedingung
/d3m;r7,s’(tv T)\IJﬁ,S(tv r) = (27Th)35(ﬁ_ 15/)655" (17)
Das bedeutet, dass die Spinoren die folgende Gleichung erfiillen miissen
uT(ﬁ7 S)U(ﬁa S/) = 553’- (18)

Wir benutzen Gl. (12) und erhalten
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Wir berechnen den Normierungsfaktor

|E + mc?
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und erhalten
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Wir wollen ¥(7, t) als die Wellenfunktion des Elektrons interpretieren und, in Prinzip,
alles Mogliche mit dieser Wellenfunktion berechnen. Als Beispiel betrachten wir den
Geschwindigkeitsoperator ¢ = di"/dt. Diesen Operator erhalten wir aus

d¥ 1
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= —[Fd-p) = ca. (22)

Dieser Operator kommutiert nicht mit dem Hamiltonoperator
[0, H] # 0. (23)
Deswegen kénnen wir nur den Erwartungswert des Geschwindigkeitsoperators berechnen.
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Diese Relation zwischen p, E und der Geschwindigkeit ist genau das, was man fiir ein
relativistisches Teilchen erwartet.

Ein anderer wichtiger Operator ist der Gesamtdrehimpulsoperator J. Dieser Opera-
tor muss, im freien Fall, mit dem Hamiltonoperator kommutieren. Wir wissen, dass der

Gesamtdrehimpuls durch eine Summe von Bahndrehimpuls und Spin gegeben ist,
J=L+S8S. (25)

Unser Ziel ist, den Spinoperator im relativistischen Fall zu bestimmen.
Wir fangen mit dem Bahndrehimpuls L = [ x p] an und berechnen dessen Kommu-
tator mit dem Hamiltonoperator

(L, H] = [L,cd - p| = ichla@ x f. (26)

Wir sehen, dass der Bahndrehimpuls nicht allein erhalten ist. Falls wir allerdings den
Kommutator zwischen H und

= g 0

Y= < 0 & ) (27)

(33, H] = 2¢i[p x @]. (28)

berechnen, bekommen wir



Es ist offensichtlich, dass

. ha
[L + 52, H] =0, (29)
sodass der Gesamtdrehimpulsoperator durch
. . ha
J=L+ 52, (30)

gegeben ist und der Spinoperator durch
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Eine interessante Folge von Gl. (28) ist, dass der Operator p'- S erhalten ist
[ﬁ- iH} = 0. (32)

Dieser Operator entspricht der Projektion des Spins auf den Impuls des Teilchens.
Wir gehen zuriick zu den Losungen der Dirac-Gleichung und betrachten die Zusténde
mit negativer Energie. Diese Losungen schreiben wir als
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wobel E, = +/c?p? + m2ct. Wir kénnen die vier unabhéngigen Losungen der Dirac-
Gleichung (¥ g~ 5=+, ¥ p<0,p,s=+) als Basis nutzen. Alle moglichen Losungen der Dirac-
Gleichung konnen dann als Linearkombinationen dieser vier Losungen dargestellt wer-
den.

Wir wollen jetzt diskutieren, was die Losungen mit negativen Energien eigentlich be-
deuten. Um das zu erklédren, betrachten wir noch einmal die Dirac-Gleichung im externen
elektromagnetischen Feld

0 .
zh&\I/ = (ﬁmCQ +a (cﬁ— eA) + eA()) v, (34)
Wir wollen zeigen, dass wir, falls wir eine Losung ¥(¢,7) kennen, eine andere Losung
mit interessanten Eigenschaften konstruieren kénnen.

Als ersten Schritt berechnen wir die komplex-konjugierte Gleichung. Wir erhalten

L0 * 2 —x — 1 *
zha\ll = (—ﬁmc +a (cp + 6A) - er) U™, (35)
Jetzt multiplizieren wir diese Gleichung mit einer Matrix C, sodass
0 =
i [C0] = (—050—1mc2 react. (cﬁ+eA) - eAO) [Cv*].  (36)

Wir wollen dabei die Matrix C' so wihlen, dass

cpel=_8, cacl=a. (37)



Falls wir so eine Matrix finden, erhalten wir aus Gl. (36)

ih% (CT"] = (5m02 +a- (cﬁ—l— eff) - eAO) (v (38)
Wir vergleichen diese Gleichung mit der Gl. (34) und erkennen, dass ¥/ = CU* ein
Dirac-Teilchen beschreibt und zwar eines mit Ladung ¢’ = —e sowie der gleichen Masse.
D.h., wir sagen vorher, dass ein Spin-1/2 Teilchen mit der Masse des Elektrons und
positiver Ladung existieren soll. Dieses Teilchen heifit “Positron”; es wurde 1932 von
Carl Anderson entdeckt — vier Jahre nach der Vorhersage von Dirac.

Es ist einfach nachzurechnen, dass die hermitesche Matrix

C=ifa,, CT=0C, CiC=1, (39)

die Bedingungen in Gl. (37) erfiillt.
Wir kénnen jetzt die Losung der Dirac-Gleichung mit positiver Energie nehmen (siehe
Gl. (21)) und die Ladungskonjugation anwenden. Wir bekommen

GD) (i )"
CWpsg = eiEpt/ﬁ—iﬁF/h< ~Byrme (7109)5 ) : (40)

. *
—10yPs

Falls wir —ioy¢, als xs bezeichnen, folgt aus Gl. (40)
CVso5s = VE<0,-ps'- (41)

D.h., dass wir die Losungen mit negativen Energien als Positronen interpretieren konnen.

Wir miissen nun etwas zu den Losungen mit negativen Energien sagen, da wir sonst
das gleiche Problem wie im Fall der Klein-Gordon-Gleichung erhalten: Wenn es externe
Umsténde gibt (z.B. eine Wechselwirkung mit dem elektromagnetischem Feld), kann ein
Teilchen mit positiver Energie ein Photon abstrahlen und in ein Zustand mit negativer
Energie iibergehen. Dass bedeutet, dass die Dirac-Gleichung vorhersagt, dass Elektronen
nicht stabil sind, was nicht mit der Beobachtung iibereinstimmt.

Dirac hat einen Mechanismus vorgeschlagen, der erklart, warum diese Instabilitét
nicht stattfindet. Das Argument ist einfach: Wir sollen uns einfach vorstellen, dass im
Grundzustand des Systems alle Zustdnde mit negativer Energie voll besetzt sind. Weil
Elektronen Fermionen sind, ist es dann unmoglich fiir ein Elektron mit positiver Energie,
dank des Pauli-Prinzips, in diese besetzten Zustidnde iiberzugehen.

Man kann, mit der entsprechenden Energie E > 2mc?, ein Elektron aus einem Zu-
stand mit der negativer Energie in einen Zustand mit positiver Energie anregen. Dann
ergibt sich ein Elektron mit positiver Energie sowie ein Loch. Das Loch kann man dann
als ein Positron interpretieren.



