
Vorlesung 20

Die Lamb-Verschiebung
Unter der Lamb-Verschiebung versteht man die Differenz zwischen den Energien

der 2S1/2 und 2P1/2 Zustände im Wasserstoffatom. Zur Erinnerung – die Energien der
Zustände 2S1/2 und 2P1/2 des Wasserstoffatoms sind sogar nach der Betrachtung der
Feinstruktur identisch. Experimentell (Lamb, 1947) sind die Energien aber unterschied-
lich:

E(2S1/2)− E(2P1/2) ≈ 1 GHz. (1)

Die Lamb-Verschiebung kann als Folge der Wechselwirkung des gebundenen Elek-
trons mit virtuellen Photonen verstanden werden, die für kurze Zeit aus dem Vakuum
erzeugt werden und dann zurück ins Vakuum verschwinden. Diese Erklärung (Bethe,
1948) hat großen Schwung in die Entwicklung der relativistischen Quantenfeldtheorie
gebracht.

Wir wollen in dieser Vorlesung die Argumentation von Bethe präsentieren. Die Wech-
selwirkung des Elektrons mit dem elektromagnetischen Feld beschreibt man mit dem
Hamiltonoperator

Hint = − e

cm
~A · ~p+O( ~A2), (2)

wobei

~A(t, ~r) =
∑
~k,λ

√
2π~c2
ωkV

(
~ε
λ,~k
a~k,λe

−iωkt+i~k·~r + ε∗~k,λa
†
~k,λ
eiωkt−i

~k·~r
)
. (3)

Wir können uns die Frage stellen, ob Hint die Energieniveaus des Wasserstoffatoms
verschieben kann. Um diese Frage zu beantworten, wollen wir die Zustände des Wasser-
stoffatom so klassifizieren, dass wir die Wechselwirkung in Gl. (2) betrachten können.
Weil die Wechselwirkung, Hint, Photonen enthält, müssen wir die üblichen Zustände des
Wasserstoffatoms |n〉 neu interpretieren

|n〉 → |n〉 ⊗ |0〉, (4)

wobei |0〉 der Vakuumzustand des elektromagnetischen Feldes ist.
Es folgt dann, dass in erster Ordnung der Störungstheorie in Hint die Energieniveaus

nicht verschoben sind, weil
〈0| ~A|0〉 = 0. (5)

Allerdings können wir in zweiter Ordnung eine Verschiebung erhalten

∆Eν =
∑
ν′ 6=ν

〈ν|Hint|ν ′〉〈ν ′|Hint|ν〉
Eν − Eν′

, (6)

wobei
|ν〉 = |n〉 ⊗ |0〉, |ν ′〉 = |n′〉 ⊗ |~k, λ〉, (7)

und
Eν = En, Eν′ = En′ + ~ωk. (8)
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Beachten Sie, dass wir in Gl. (6) nur die Zustände mit einem Photon berücksichtigen,
weil der Operator ~A die Zahl von Photonen nur um ein Photon ändern kann. Die Ma-
trixelemente des ~A-Operators sind aus den vorangegangenen Vorlesungen bekannt

〈~k, λ| ~A · ~p|0〉 =

√
2π~c2
ωkV

~p · ~ε∗
λ,~k
e−i

~k·~r, 〈0| ~A · ~p|~k, λ〉 =

√
2π~c2
ωkV

~p · ~ε
λ,~k
ei
~k·~r. (9)

Die Summe über alle möglichen Zustände ν ′ schreiben wir als∑
ν′

=

∫
d3~k

(2π)3
V
∑
n,λ

. (10)

Wir erhalten

∆E =

∫
d3~k

(2π)3
V

2π~c2

ωkV

e2

m2c2

∑
n′ 6=n,λ

〈n|~p · ~ε~k,λe
i~k·~r|n′〉〈n′|~p · ~ε∗~k,λe

−i~k·~r|n〉

En − En′ − ~ωk
(11)

Es ist schwierig, ∆E exakt zu berechnen. Dennoch ist es interessant, sich den Beitrag
von hochenergetischen Photonen, d.h. Photonen mit Energien ~ωk � En, En′ , anzuse-
hen. Eine solche Rechnung gibt uns die Möglichkeit, ∆E abzuschätzen und auch ein
interessantes Problem aufzuzeigen.

Falls ~ωk � En,n′ ist, können wir den Nenner in Gl. (11) in (En−En′)/(~ωk) entwi-
ckeln. Wir werden die ersten zwei Terme in der Entwicklung betrachten und schreiben
dementsprechend

∆E = ∆E1 + ∆E2 + ... (12)

Um ∆E1,2 am einfachsten zu schreiben, ist es nützlich, in Gl. (11) den Vorfaktor und
das Integrationsmaß zu vereinfachen. Wir schreiben

d3~k

(2π)3
V

2π~c2

ωkV

e2

m2c2
1

~ωk
=
α

π

dEk
m2c2

dΩk

4π
, (13)

wobei α = e2/(~c) und Ek = ~ωk sind. Wir erhalten dann

∆E1 = −α
π

1

m2c2

∫
dEk

dΩk

4π

∑
n′ 6=n,λ

〈n|~p · ~ε~k,λe
i~k·~r|n′〉〈n′|~p · ~ε∗~k,λe

−i~k·~r|n〉 (14)

und

∆E2 = −α
π

1

m2c2

∫
dEk
Ek

dΩk

4π

∑
n′ 6=n,λ

(En −En′)〈n|~p ·~ε~k,λe
i~k·~r|n′〉〈n′|~p ·~ε∗~k,λe

−i~k·~r|n〉 (15)

Wir betrachten ∆E1, Gl. (14), und sehen, dass wir die Summe über n′ mit Hilfe der
Vollständigkeitsrelation1 ∑

n′

|n′〉〈n′| = 1̂ (16)

1Die Summe geht über n′ 6= n; es ist aber einfach zu sehen, dass das Matrixelement 〈n|~p · ελ,kei
~k·~r|n〉

Null ist.
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ausführen können. Wir erhalten

∆E1 = −α
π

1

m2c2

∫
dEk

dΩk

4π

∑
λ

〈n|~p · ~ε~k,λ~p · ~ε
∗
~k,λ
|n〉. (17)

Wir benutzen dann ∑
λ

ε~k,λε
∗
~k,λ

= δij −
kikj
~k2

, (18)

mitteln über die Richtungen des ~k-Vektors2 und erhalten

∆E1 = −2α

3π

1

m2c2

∫
dEk

∑
λ

〈n|~p2|n〉. (19)

Wir führen die Energie des Photons als Ek = ~ωk ein und schreiben Gl. (19) um zu

∆E1 = −4α

3π
〈n| ~p

2

2m
|n〉 1

mc2

∫
dEk. (20)

Das Integral über Ek in Gl. (20) ist divergent. Wir führen einen Cut-off ein und schreiben

∫
dEk →

Emax∫
0

dEk = Emax. (21)

Wir erhalten dann

∆E1 = −4α

3π
〈n| ~p

2

2m
|n〉 Emax

mc2
, (22)

und sehen, dass der Limes Emax →∞ nicht existiert.
Wir haben festgestellt, dass ∆E1 unendlich ist. Was bedeutet dieses Ergebnis? Um

das zu verstehen, müssen wir beachten, dass dieses Ergebnis für alle möglichen Zustände
gilt (d.h. wir haben in der Berechnung nicht benutzt, dass wir es mit Wasserstoffatom-
zuständen zu tun haben). In der Tat können wir ein freies Elektron betrachten, das wir
mit folgendem Hamiltonoperator beschreiben

H =
~p2

2m
+Hint (23)

und dann fragen, welche Energie ein Elektron mit dem Impuls ~p hat. Falls wir die Effekte
zweiter Ordnung in Hint berücksichtigen, finden wir

E =
~p2

2m

(
1− 4α

3π

Emax

mc2

)
. (24)

Andererseits ist die Energie eines freien Elektrons mit dem Impuls ~p durch

E =
~p2

2mphys
(25)

2Das bedeutet: δij → δij und kikj/~k
2 → 1/3 δij .
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gegeben ist, wobei mphys die physikalische Elektronmasse ist. Die Relation zwischen m
und mphys ist dann

mphys = m

(
1 +

4α

3π

Emax

mc2

)
. (26)

Diese Gleichung ist sehr merkwürdig, weil im Limes Emax → ∞ die rechte Seite
divergiert. Es gibt einen physikalischen Cut-off Emax ∼ mc2, da wir sonst die nicht-
relativistische Quantenmechanik nicht benutzen können. Auf jeden Fall, was unsere Be-
rechnung betrifft, werden wir ∆E1 ignorieren, weil wir uns für Effekte der gebundenen
Zustände interessieren, und nicht für die Effekte, die auch für ein freies Elektron in Frage
kommen.

Wir betrachten dann ∆E2 in Gl. (15). Wir werden die Berechnung von ∆E2 in

der Dipol-Näherung ei
~k·~r → 1 durchführen. Das bedeutet, dass kaB � 1, wobei aB =

~/(me2) ist. Diese Begrenzung bedeutet, dass Ek ∼ αmc2 sein soll. Andererseits, weil
En ∼ mcα2 ist, können wir in En/Ek entwickeln und in der Dipol-Näherung arbeiten.
Wir erhalten

∆E2 = −α
π

1

m2c2

∫
dEk
Ek

dΩk

4π

∑
n′ 6=n,λ

(En − En′)〈n|~p · ~ε~k,λ|n
′〉〈n′|~p · ~ε∗~k,λ|n〉 (27)

Als ersten Schritt summieren wir über die Polarisationen λ und integrieren über die
Richtungen des ~k-Vektors. Wir erhalten

∆E2 = −2α

3π

1

m2c2

∫
dEk
Ek

∑
n′

(En − En′)〈n|~pi|n′〉〈n′|~pi|n〉

= −2α

3π

1

m2c2

∫
dEk
Ek

∑
n′

〈n|[H, ~pi]|n′〉〈n′|~pi|n〉

= −2α

3π

1

m2c2

∫
dEk
Ek

〈n|[H, ~pi]~pi|n〉

(28)

Das letzte Matrixelement können wir dann so berechnen

〈n|[H, ~pi]~pi|n〉 = −e2~2
∫

d3~r Ψn(~r) [∂i,
1

r
] ∂iΨn(~r)

= −e
2~2

2

∫
d3~r ∂i

(
Ψ2
n(~r)

)
∂i

(
1

r

)
=
e2~2

2

∫
d3~r Ψ2

n(~r) ~∂2
(

1

r

) (29)

Wir benutzen

~∂2
(

1

r

)
= −4πδ(3)(~r) (30)

und erhalten dann
〈n|[H, ~pi] ~pi|n〉 = −2π~2e2|Ψn(0)|2, (31)

wobei für das Wasserstoffatom

Ψn(0) =
1

πa3Bn
3
δl0, (32)

4



wobei l der Eigenwert des Bahndrehimpulses ist.
Wir können jetzt die Berechnung von ∆E2 fortsetzen. Wir bekommen

∆E2 = −2α

3π

1

m2c2
(−2π~2e2)

1

πn3a3B
δl0

∫
dEk
Ek

=
4α

3π

e2

aB

~2

m2c2a2B
δl0

∫
dEk
Ek

(33)

Wir benutzen dann

aB =
~

mcα
, α =

e2

~c
⇒ e2

aB
= mc2α2 = 2E1S ,

~2

m2c2a2B
= α2, (34)

und erhalten

∆E = ∆E2 =
4mc2α5

3πn3
δl0

Emax∫
mcα2

dEk
Ek
≈ 4mc2α5

3πn3
δl0 ln

Emax

mcα2
(35)

Für den letzten Schritt haben wir über Ek über das Intervall mc2α2 < Ek < Emax

integriert. Die untere Integrationsgrenze entsteht aus der Näherung En ∼ mcα2 � Ek.
Die obere Integrationsgrenze müsste eigentlich Emax ∼ mcα sein, um unsere Dipol-
Näherung zu rechtfertigen. Man kann aber zeigen, dass man die Dipol-Näherung nicht
wirklich braucht, um das Integral in Gl. (35) zu erreichen. In dem Fall ist Emax ∼ mc2,
so dass das richtige Ergebnis in der logarithmischen Näherung lautet

∆EnS1/2
=

4mc2α5

3πn3
δl0 ln

1

α2
. (36)
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