Vorlesung 20

Die Lamb-Verschiebung
Unter der Lamb-Verschiebung versteht man die Differenz zwischen den Energien
der 25} /3 und 2P /5 Zustédnde im Wasserstoffatom. Zur Erinnerung — die Energien der
Zusténde 2S; /5 und 2P/, des Wasserstoffatoms sind sogar nach der Betrachtung der
Feinstruktur identisch. Experimentell (Lamb, 1947) sind die Energien aber unterschied-
lich:
E(2S)2) — E(2P;2) =~ 1GHz. (1)

Die Lamb-Verschiebung kann als Folge der Wechselwirkung des gebundenen Elek-
trons mit virtuellen Photonen verstanden werden, die fiir kurze Zeit aus dem Vakuum
erzeugt werden und dann zuriick ins Vakuum verschwinden. Diese Erklarung (Bethe,
1948) hat grofien Schwung in die Entwicklung der relativistischen Quantenfeldtheorie
gebracht.

Wir wollen in dieser Vorlesung die Argumentation von Bethe présentieren. Die Wech-
selwirkung des Elektrons mit dem elektromagnetischen Feld beschreibt man mit dem
Hamiltonoperator
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Wir kénnen uns die Frage stellen, ob H;y; die Energieniveaus des Wasserstoffatoms
verschieben kann. Um diese Frage zu beantworten, wollen wir die Zusténde des Wasser-
stoffatom so klassifizieren, dass wir die Wechselwirkung in Gl. (2) betrachten konnen.
Weil die Wechselwirkung, Hi,;, Photonen enthélt, miissen wir die iiblichen Zusténde des
Wasserstoffatoms |n) neu interpretieren
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wobei |0) der Vakuumzustand des elektromagnetischen Feldes ist.
Es folgt dann, dass in erster Ordnung der Storungstheorie in Hiy die Energieniveaus
nicht verschoben sind, weil

(04]0) = 0. (5)
Allerdings kénnen wir in zweiter Ordnung eine Verschiebung erhalten
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Beachten Sie, dass wir in Gl. (6) nur die Zusténde mit einem Photon beriicksichtigen,
weil der Operator A die Zahl von Photonen nur um ein Photon dndern kann. Die Ma-
trixelemente des A-Operators sind aus den vorangegangenen Vorlesungen bekannt
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Die Summe iiber alle méglichen Zusténde v/ schreiben wir als
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Es ist schwierig, AF exakt zu berechnen. Dennoch ist es interessant, sich den Beitrag
von hochenergetischen Photonen, d.h. Photonen mit Energien Aw; > E,, E,, anzuse-
hen. Eine solche Rechnung gibt uns die Moglichkeit, AFE abzuschéitzen und auch ein
interessantes Problem aufzuzeigen.

Falls fwy, > E,, ,/ ist, konnen wir den Nenner in Gl. (11) in (E, — E,/)/(hwy) entwi-
ckeln. Wir werden die ersten zwei Terme in der Entwicklung betrachten und schreiben
dementsprechend

Um AE; 2 am einfachsten zu schreiben, ist es niitzlich, in Gl. (11) den Vorfaktor und
das Integrationsmaf} zu vereinfachen. Wir schreiben
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wobei a = €%/(he) und Ej, = hwy, sind. Wir erhalten dann
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Wir betrachten AF7, Gl. (14), und sehen, dass wir die Summe {iber n’ mit Hilfe der
Vollstandigkeitsrelation®
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'Die Summe geht iiber n’ # n; es ist aber einfach zu sehen, dass das Matrixelement (n|j"- e,\7ke“2"?|n>
Null ist.



ausfithren konnen. Wir erhalten
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Wir fithren die Energie des Photons als Ej = hwy, ein und schreiben Gl. (19) um zu
mc?
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Das Integral iiber Ej, in Gl. (20) ist divergent. Wir fithren einen Cut-off ein und schreiben
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und sehen, dass der Limes F\,,x — oo nicht existiert.

Wir haben festgestellt, dass AFE; unendlich ist. Was bedeutet dieses Ergebnis? Um
das zu verstehen, miissen wir beachten, dass dieses Ergebnis fiir alle moglichen Zustidnde
gilt (d.h. wir haben in der Berechnung nicht benutzt, dass wir es mit Wasserstoffatom-
zustédnden zu tun haben). In der Tat kénnen wir ein freies Elektron betrachten, das wir
mit folgendem Hamiltonoperator beschreiben
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und dann fragen, welche Energie ein Elektron mit dem Impuls p hat. Falls wir die Effekte
zweiter Ordnung in Hiy beriicksichtigen, finden wir
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Andererseits ist die Energie eines freien Elektrons mit dem Impuls p durch
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2Das bedeutet: §;; — d;; und kik; /K> — 1/3 6:;.



gegeben ist, wobei myys die physikalische Elektronmasse ist. Die Relation zwischen m
und mppys ist dann
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Diese Gleichung ist sehr merkwiirdig, weil im Limes Fy.x — oo die rechte Seite
divergiert. Es gibt einen physikalischen Cut-off Ep.c ~ mc?, da wir sonst die nicht-
relativistische Quantenmechanik nicht benutzen kénnen. Auf jeden Fall, was unsere Be-
rechnung betrifft, werden wir AF; ignorieren, weil wir uns fiir Effekte der gebundenen
Zusténde interessieren, und nicht fiir die Effekte, die auch fiir ein freies Elektron in Frage
kommen.

Wir betrachten dann AFs in Gl (15). Wir werden die Berechnung von AFE> in
der Dipol-Niherung e?*™ — 1 durchfiihren. Das bedeutet, dass kag < 1, wobei ag =
h/(me?) ist. Diese Begrenzung bedeutet, dass Ej ~ amc? sein soll. Andererseits, weil

E, ~ meca? ist, kénnen wir in E, /Ej entwickeln und in der Dipol-N#herung arbeiten.
Wir erhalten
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Als ersten Schritt summieren wir iiber die Polarisationen A und integrieren iiber die
Richtungen des k-Vektors. Wir erhalten
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Das letzte Matrixelement konnen wir dann so berechnen
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Wir benutzen
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und erhalten dann
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wobei fiir das Wasserstoffatom
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wobei [ der Eigenwert des Bahndrehimpulses ist.
Wir kénnen jetzt die Berechnung von AF, fortsetzen. Wir bekommen
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Fiir den letzten Schritt haben wir iiber Ej iiber das Intervall mc?a? < Ej < Emax
integriert. Die untere Integrationsgrenze entsteht aus der Niherung E, ~ mca? < Ej.
Die obere Integrationsgrenze miisste eigentlich F,.x ~ mca sein, um unsere Dipol-
Naherung zu rechtfertigen. Man kann aber zeigen, dass man die Dipol-Ndherung nicht

wirklich braucht, um das Integral in Gl. (35) zu erreichen. In dem Fall ist Fyax ~ mc?,

so dass das richtige Ergebnis in der logarithmischen Naherung lautet
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