Vorlesung 18

Spontane Abstrahlung, Multipolentwicklung

Wir betrachten das Wasserstoffatom im 2 P-Zustand. Falls wir ein Wasserstoffatom in
Isolation betrachten, ist der 2P-Zustand stabil. Wie wir aber schon wissen, wechselwirkt
ein geladenes Teilchen mit Photonen und kann das Vakuum anregen. Das kann dazu
flihren, dass ein 2P-Zustand in einen 15-Zustand und ein Photon zerfillt, d.h. zu einem
Prozess

2P —» 15+ 7. (1)

Wir werden jetzt diesen Prozess genau analysieren. Die Anzahl von Photonen hat
sich von Null auf eins erhoht. Die Formeln, die diese Situation beschreiben, haben wir
in Vorlesung 17 hergeleitet. Wir schreiben dann die Ubergangswahrscheinlichkeit pro
Zeiteinheit mit Hilfe von Fermis Goldener Regel als

dwfi o 21|
Ok

7 (f = —p- At = 0,9)i)P8(Ey — B)dvy. (2)

Jetzt nehmen wir |i) = |2P), |f) = |1S) ® |k, \) und schreiben

Vak
Er=F hop, FE;=F dvy = . 3
f 18 + hwg, i 2P, vy (2m)3 (3)
Dann
€ o P N —€ e
<f|—%P‘A(t—07F)|Z> —N% <1S\P'€,;7/\€ 2P, m.), (4)
wobei m, der Eigenwert der z-Komponente des Drehimpulses ist und N = % der
k
Normierungsfaktor.
Die Energieerhaltung ergibt die Energie des Photons
hwy, = Eap — Eqg. (5)

Weil wy, = \E\c ist, liegt der Betrag von k auch fest; die Richtung des abgestrahlten
Photons ist aber beliebig.
Wir miissen jetzt das Matrixelement in Gl. (4) berechnen. Wir kénnen die Berech-

nung stark vereinfachen, wenn wir ausnutzen, dass e **7 ~ 1 ist. Die Idee ist, k - 7
abzuschétzen. Wir wissen, dass

FEop — Fqs mc2a? meao
————ap ~ ap ~ «
he hc h

k-7 |klag ~ 2Eay ~ ap~a<l.  (6)
C

Das heift, dass wir ¢?*7 in k - 7 entwickeln kénnen. Den ersten Term erhalten wir, indem

wir %7 durch 1 ersetzen. Damit haben wir das folgende Matrixelement zu berechnen

A=N—Z - (1S|p2P,m.). (7)
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Wir schreiben

L m
p= T [H7 7:]7 (8)
wobei H der Hamiltonoperator des Wasserstoffatoms ist, sodass
—ei —ei(E1s — Fap) _,
A=N— 7 (1S|[H,T)|2P,m.) = N 7 % (1S|712P, m)
ewy _, o Wk &
=N — &\ (1S|F12P,m,) = \ - (1S]er12P,m.) (9)
WE o
:./\/'7 G (1S|d|2P,m.).

In obiger Herleitung haben wir H|1S) = E;g|1S), H|2P) = Esp|2P) und E g — Eaop =
—fwy, benutzt. Wir sehen, dass das Ubergangsmatrixelement proportional zum Matrix-
element des elektrischen Dipoloperators ist. Deswegen spricht man auch vom elektrischen
Dipoliibergang (E1).
Wir berechnen die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir einen gegebenen Polarisations-
zustand A und erhalten
dw])c\i wl% — 702
T ametn (gl

(10)

Wir konnen jetzt tiber die Polarisationen des Photons summieren. Dazu benutzen wir

kk
*a_ﬁ * *(173 alvg
Zd i€ 1 sErfin = Zd dy; ( = ) (11)

Jetzt miissen wir noch den Vektor d i berechnen. Wohin dieser Vektor zeigt, ist vom
Anfangszustand abhéngig. Wir fangen an mit |2P, m, = 0). Dann

(1S|712P,m, = 0) = &, (1S|2|2P,m, = 0)

o0

=, (1S]r\/§Ym( })|2P,m, = 0) = \} 2 dr rU1g(r)Uap(r), (12)

wobei W¥ig(r), Vap(r) die radialen Wellenfunktionen der 15 und 2P Zusténde sind; sie

sehen so aus
4 1 r
U N —T/a137 N, _ ¢ 7/QaB) 13
15(7) \/a% e op (1) ”24(% e (13)

Wir betrachten dann m, = +1. Dann

€x + 1€y T — 1y
1S|72P,m, =1) = 15 2P m, =1
(spePm. = 1) = 2L s =L ppm, = 1)

e (18] Yl 1(0,0)|2P,m, = 1) = j% /r2 dr rU15(r)Wap(r).
0

(14)
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Das Ergebnis fiir [2P, m, = —1) ist dann offensichtlich

(1S|F12P,m, = 1) = \é}g 2 dr rUy5(r)Wap(r). (15)
0

Wir berechnen jetzt Gl. (11) fiir verschiedene Anfangszustédnde. Fir [2P,m, = 0)
bekommen wir

Kok 272 kak W

wobei k = E(sin 0y cos ¢y, sin O, sin ¢y, cos O,) ist und
W = /r2 dr r¥is(r)¥ap(r). (17)
0

Fiir |2P,m, = 1) haben wir

kak e?W? kak e2W? (1 + cos? )
F,a 3B _ Palvp ) a B _ Palvpg ) k
dg;dy; <(5a5 P ) = —g e <(5a5 P > =3 5 . (18)
Das Ergebnis fiir [2P, m, = —1) ist identisch.
Wir berechnen W, bekommen
28
w=2B2 (19)

V63

und setzen alle obigen Ergebnisse in die Formel fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit ein.
Das Endergebnis lautet

dwy; wi e2a? 215 sin? 0y, m, = 0;
Tf 2 ksh g0 AU (reos?or) Z_ (20)
e 3 T — m, = +1.

Wir sehen, dass die Winkelverteilung der abgestrahlten Photonen von m, abhéngig
ist. Falls wir den Anfangszustand nicht kennen, miissen wir {iber alle drei m,-Werte
mitteln. Wir erhalten

dwy 1 dwy; wp  e*a¥ 2% .o o (1+cosf?)
=L - 0 gis T 08T
T =3 2 7 ~3omdn 3w O (snfit 2
m.=0,%1 (21)
3 22 o5
_ Wy ¢ap 2 A,
we3h 31

sodass in diesem Fall die Abstrahlung isotrop aussieht. Die totale Wahrscheinlichkeit pro
Zeiteinheit erhalten wir nach der Integration iiber dQ2;. Wir bekommen

we; wg eQaQB 217

T  B3h 31

(22)
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Die Lebensdauer des 2P-Zustandes ist durch die inverse Wahrscheinlichkeit pro Zeit-

einheit gegeben
1

- (.Ufl/T

Wir werden jetzt mop grob abschétzen. Wir schreiben

TP (23)

Aho1 1 ér 1
TP~ 5 5 5 ™~ 735 3 5.9
2P wi’ e2a23 wi, (hwy)? 62@2}3
1 3K 1 1S3 11
%ﬁ ~ 7676 ~—— 10% — 10? sec.
wr (@fapP ay " w & " wpa

(24)

Wir haben schon gesagt, dass der Mechanismus, den wir beschrieben haben, “elek-
trische Dipolstrahlung” heifit. Die Hauptniherung ist e’*7 — 1, weil k - 7 klein ist.
Dann ist die Ubergangswahrscheinlichkeit proportional zum Matrixelement (f|7]i) und
das bedeutet, dass die Bahndreihimpulse der Anfang- und Endzusténde sich genau um
1 unterscheiden miissen, d.h. Ly = L; £ 1 usw. Wir haben das natiirlich explizit im Fall
des Wasserstoffatoms gesehen, aber das gilt auch allgemein.

Was passiert, falls die Quantenzahlen der Anfangs- ur}d Endzusténde den elektrischen
ik-T

Dipoliibergang nicht erlauben? Wir kénnen natiirlich ¢**" weiter in k-7 entwickeln, z.B.

lautet die néchste Nidherung .
e T ik -7 (25)

Dann sieht das Matrixelement, das wir zu berechnen haben, so aus

A= (J1=5 € (=i Dli) = (I &, ) (- 7)), (26)

1€
e

Wir wollen jetzt dieses Matrixelement vereinfachen. Wir schreiben

75 pE N =5 (7 80E 9+ 5 0E D)
| ! e e Oy +0_ (27)
"2 (& F-7— &) E-5) = T

Den Operator O4 koénnen wir als Kommutator zwischen H und dem Operator
6; Paka k - 7 schreiben. In der Tat gilt

* 7 ]52 * 7 ih
[H’GA,E'Tk‘ﬂ:[%’GA,E'TI{:'H:_EO'F' (28)
Dann
_—€ % - N G(EZ‘ —Ef) % P .
Ay = G, € o B i) = S22 e o B 71
e(El - Ef) *xa 7.8 . e(EZ — Ef) *o 7.8 1 ;
= TGA@]‘? (flrargli) = Tf)\ﬁk (flrars — §5aﬂ‘l> (29)
(Ei — Ey)

_ *a 1B ;
BB o b7 {11Qusli)



wobei Qup = e(rars — r%845/3) der elektrische Quadrupoloperator ist. Die Uberginge,
die der elektrische Quadrupoloperator induziert, nennt man E2-Ubergénge. Wir merken
auch, dass wir, um den vorletzten Schritt in Gl. (29) zu machen, die Orthogonalitét des
Polarisationsvektors € N k = 0 benutzt haben.

Das Matrixelement (f|Qqp|7) ist nur von Null verschieden, falls sich die Drehimpulse
zwischen Anfangs- und Endzusténden um zwei Einheiten unterscheiden, Ly = L; £ 2.
Das bedeutet z.B., dass der elektrische Quadrupoloperator nicht einen 25 — 15 +
Zerfall induzieren kann.

Als Néchstes schauen wir dann den O_-Operator an. Wir schreiben

O = (5 &) 7) — (7 & )k 5) = o, 1 475 (Fass — Bar3s)
= Faf 575 Cpascony = X 71 & < B| = [Fx ] L (30
Dann, .
A= % [E X e;k} (fIL]5). (31)

Das bedeutet, dass wir fiir diesen Ubergang (magnetischer Dipol oder M1) brauchen,
dass die Drehimpulse der Anfangs- und Endzustédnde identisch und natiirlich von Null
verschieden sind. D.h., dass der magnetische Dipoliibergang keinen 25 — 15 + v Zerfall
induzieren kann. ~

Die hoheren Multipole entsprechen der Entwicklung von €7 in k-7 ~ a. D
die Ubergangswahrscheinlichkeit des Quadrupoliibergangs oder des magnetischen Di-
poliibergang ist O(a?) ~ 10~* mal kleiner, als die Wahrscheinlichkeit des elektrischen
Dipoliibergangs.

Fiir ein Teilchen mit Spin gibt es noch eine weitere Moglichkeit, mit dem elektro-
magnetischen Feld zu wechselwirken. Der entsprechende Term im Hamiltonoperator ist

Hypin = —fi- B= —gshs- B. (32)
Das magnetisches Feld ist
S T 2 h2 — . 7o -
= [a A Z ;Tkvc {GAJ; [k‘ % 6_;\7];] e~ lwkt+ik T _ a;,E [k % E‘;J’g’] eiwkt—ik ri| 7

(33)
sodass falls wir die Ubergangswahrscheinlichkeiten, die durch Hgpin verursacht werden,
berechnen wollen, wir genau das Gleiche machen miissen, was wir bereits am Anfang
dieser Vorlesung gemacht haben. Die Ubergangswahrscheinlichkeit sieht so aus

dw]vi widQy

T ~ 2nhe ‘<f| [6 qu} si)

2
| (34)

Weil g; ~ e/(mec) ist, ist die Stirke des Spin-Ubergangs vergleichbar zu der Stirke des
M1-Ubergangs.



