Vorlesung 17

Quantisierung des elektromagnetischen Feldes

Wir wissen, dass man das elektromagnetische Feld als Wellen oder auch als Teilchen
— die Photonen — beschreiben kann. Die Verbindung zwischen Wellen und Teilchen ent-
steht durch die Quantisierung des elektromagnetischen Feldes. Die Idee ist eigentlich,
das elektromagnetische Feld als ein “mechanisches” System mit vielen Freiheitsgraden
darzustellen und dann ganz normale Quantisierungsregeln verwenden. Quantisierungs-
regeln bestehen darin, dass man die Hamiltonfunktion in Abhéngigkeit von kanonischen
Koordinaten und Impulsen schreibt und dann die Koordinaten und Impulse zu Operato-
ren befordert, die die Unschérferelation erfiillen sollen. Wir wollen jetzt dieses Programm
fiir das elektromagnetische Feld durchfiihren.

Als erstes miissen wir die Eichung wéhlen. Die FEichinvarianz bedeutet, dass wir
das Vektorpotential des Feldes geméf A, — A, + 0, f modifizieren konnen, ohne die
elektromagnetischen Felder und die Physik zu &ndern. Nehmen wir zum Beispiel an, dass
ein elektrisches Potential ¢(7,t) gegeben sei. Ein neues Potential ist dann

¢,(ta F) = ¢(t> 77) + O f. (1)

¢
Wir wihlen dann f = — [ dr¢(7, 7) und bekommen

¢’ =0. (2)

Dann ist das elektrische Feld .
- 10A(t,T)
F=--—17
ot (3)

C

und weil - F = 4mp, wobei p die Ladungsdichte ist, und weil wir das elektromagnetische
Feld im ladungsfreien Raum betrachten, gilt

J-E~d-A=0. (4)

Das heisst, unser elektromagnetisches Feld beschreiben wir mit einen Vektorpotential
Ar = (0, A) unter der Bedingung § - A = 0.

Wir schreiben A durch Fourierkomponenten. Normalerweise macht man das mit In-
tegralen, aber wir werden hier Reihen verwenden. Um das zu erméglichen, stellen wir uns
vor, dass unser Feld in einer Box mit periodischen Randbedingungen ist. Dann haben
wir

A=Y [I;E(t)eik'F—i- Be(t)e ] (5)

weil ff(t,f’) natiirlich reell ist. Die Summe lduft iiber die ganzen Zahlen n.,n,,n., die

die Impulse beschreiben

- 27
k= f(nwanyanz)- (6)



Unsere Eichbedingung d-A bedeutet, dass
k-b:=0 (7)

ist. Das heif3t, dass der Vektor 5,; orthogonal zu k steht. Es gibt zwei solche Vektoren;

wir bezeichnen sie als €, (k), wobei A € {1,2} die Polarisation bezeichnet. Diese Vektoren
seien orthonormal, d.h.,

(k) - ex(k) = oy (8)

Wir kénnen die Polarisationsvektoren nun explizit konstruieren. Dazu betrachten wir
ein Photon mit dem Impuls & = ké,, also entlang der z-Achse. Wir kénnen die Polari-
sationsvektoren so wéhlen, dass

6_‘/\:1 = gxa g)\:2 = gy- (9)

In diesem Fall sprechen wir von linearer Polarisation.
Andererseits konnen wir die Polarisationsvektoren auch folgendermafien wéahlen

& €y + 1€y p Ep — i€y
A=+1 = _77 A=—1—= — =
2 V2

Dies entspricht zirkularer Polarlsatlon man nennt e —+1 die beiden Helizitdtzustande.
Wir koénnen fiir jeden Vektor k den Vektor b~ als die lineare Kombinzation von e AR
schreiben

(10)

P= D by k-6 5=0. (11)
\

Unsere Ziel ist die Zeitabhéingigkeit von die Koeffizienten b, » zu berechnen. Zu die-
sem Zweck, betrachten wir die Wellengleichung, welche das Vektorpotential in einem
ladungsfreien Raum erfiillt

1 9% - 0?
AL, T) — 572

e —SAtT) =0. (12)

Wir setzen das durch Fourierkomponenten ausgedriickte Vektorpotential Gl. (5) in die
obige Gleichung ein und erhalten

0%b, »

Ak 2772 o
92 + k7 by g =0. (13)
Wir finden
bap = b\, (14)
wobel wg \k|c ist. Das Vektorpotential lautet dann
AF ) =>" {ng &\ (k) emiwnt+ikT +0) 7 & (k) lwt=ikT) (15)

-
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Daraus konnen wir jetzt die Felder berechnen. Wir erhalten

- 1 81I(t7 77) W o (TN —iwttik T ok T\ dwpt—ikeT
E=--—5 :ZT[bA,EEA(k)e HEIRT b} & (k) et ]

k,)\ ) ) (16)
3% At ) =S i [bA (B X E\(F)] et HET e [ < &5 (R)] ezwkt—“ﬂ'r] ,

EA

)

Wir sind jetzt bereit, die Energie des elektromagnetischen Feldes zu berechnen. Die
Energie ist

B2+ B?
Wir fangen mit dem elektrischen Feld an und erhalten
- TWE Wy N i (b k)7
E2 — et b -b - A= :IC/ H(wrtwy ) t+i(k+k")-7 .
Z;c c X[A,kA,kEA()EA()G +cc
kA KA (18)
— by (5, ) (R) e nme i ERIT e
Wir integrieren iiber 7 (wie in Gl. (17) gefordert). Dabei benutzen wir
/d3fei(g_gl)'7? = V(;RE/. (19)
und bekommen (w_j = wy)
3 22 Wi% S TN o PN —i2wt
CrE? ==V 3 =3 |by by g @(k) - En(=k) e +cc.
,)\,A/ (20)
— by g g k) - & (k) + c.c.
Fine identische Rechnung fiir das magnetische Feld ergibt
&PF B2 = -V by by, i [ x ex(B)] - [k x &v(—F)] e 2 4 cc.
NEON —k
E,)\,)\l (21)
by g g X BB F x &R + e
Weil
[k xa)-[kxb=ka b—(k-a)k-b), (22)



und weil & - €;(£k) = 0, finden wir

/ &PFB=-V ) [— by iby i Koea(k) - & (—k) e 29 4 cec.
k},)\,)\/ (23)

= by G RPER) - & (k) + cc.

Wir fiigen Gl. (20) und (23) zusammen, benutzen die Orthogonalitét der Polarisati-
onsvektoren und bekommen (w?/c* = k?)

8T c?

Vv w? L= o
Hpnr =g ), — [ — by gby g (K) - En(—k) e e
EAN

+0, 705 5 (k) - & (k) + cc.

+ b, by i k2e\(k) - ev(—k) e 2t L c.c. (24)

V 2 * *
= dnc? Zwk [bA,EbA,E + b,\,EbA,E] :
kA

Wir werden diesen Ausdruck so umschreiben, dass wir die Aquivalenz zum harmo-
nischen Ostzillator der Quantenmechanik sehen kénnen. Wir fithren zwei neue Variablen

e1m
Vv . [V .
Qi=\ 1o (bri+¥ip)s Py =ionyf YT (bri—bis) - (25)

Eine einfache Rechnung ergibt

Vw?
212 2 _ k
kaE,A + PA,E T re2 bA,Eb;p (26)
sodass ) 5 s
Pz wi Q%
EA =k A
Hpyp=) —2 . (27)

~ 2 2
EA
Wir haben den Hamiltonoperator des EM-Feldes als eine Summe von Hamiltonope-
ratoren harmonischer Oszillatoren dargestellt. Jeder von diesen Oszillatoren hat eigene
Frequenz (wy) und kann quantisiert werden. D.h. wir erheben Q) x und P} ) zu Opera-
toren mit folgenden Unschérferelationen

(@i Q] =0, [Pex, Bl =0, [Ppy,Qp ] = —ihog oa- (28)
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Wir koénnen jetzt dem iiblichen Weg folgen, um den Quantenoszillator zu beschreiben,
indem wir die entsprechenden Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren einfiihren. Fiir
einen Oszillator mit dem Hamiltonoperator

2 2,2
D mw e
H=— 29
2m + 2 (29)
haben wir Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
P iﬁ-l—mwa?7 it — —iﬁ—l—mw:fv7 (30)
2hmw 2hmw
mit
la,a"] = 1. (31)
Mit diesen Operatoren siecht H so aus
t 1
H=h(a'a+ 5 . (32)

Wir machen genau das Gleiche fiir den Hamiltonoperator des EM-Feldes. Wir fithren
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir jeden Oszillator ein

iPp A+ WkQE,,\ —iPp\ + kaE,,\

e I Ty (33)
sodass
(a0 af, ) = Oy (34)
und
Hpyvr = Z hwy; (CLTE’/\G,;M\ + ;) . (35)
A

Wie konnen wir nun die Schrodingergleichung mit diesem Hamiltonoperator 16sen?
Die Schrodingergleichung hat die Form

Hpgpu|Y) = ElY). (36)

Wie fiir den normalen Oszillator, gibt es einen Vakuumzustand, den jeder Vernichtungs-
operator vernichtet
a,;7/\|0) =0. (37)

Einen Zustand mit Polarisation A, Impuls k und Energie fiw; = h|k|c erhalten wir, indem

wir auf das Vakuum mit a%/\ wirken

I _
F ) =l J0). (38)



Dieser Quantenzustand beschreibt ein Photon. Die Zustdnde sind normiert
(K Nk, \) = <0|a];,,)\a;%’)\|0> = (0|[a]2,’)\,a£’)\]|0> = Sl (39)
Einen Zustand mit zwei verschieden Photonen schreiben wir als

|k, A KN = a%)\a;%/’)\,]()), (40)
und so weiter.
Um zu verstehen, wie Photonen mit geladenen Teilchen wechselwirken, kénnen wir
das Vektorpotential mit Hilfe von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren umschrei-
ben. Wir benutzen

b \/W (QE,A+iPE,A/wE,A> _[2mhe? (41)
kA = % 5 N\ v g X

Dann
2mhc?
by al 49
i wiV ak)\ ( )
und
/T(t 7) = Z LW g -a- e—iwkt+iE-F+6* of eiwrt—ik7 (43)
) = WiV \AETEA FAYEN .

kA
Die Wechselwirkung des Strahlungsfelds mit geladenen Teilchen beschreibt man mit
Hilfe des Hamiltonsoperators

1 N\ 2 1 o 2
H:—(ﬁ—§A> YV(@A) = — (P —254. 5+ S B2) + V()
2m c 2m c c? (44)
P v - LA S R Ho+ H
- £ r)— — . e :
2m me’ P o 0 mnt
wobei
.y P 45
Hit = ——— A5
e me P oma (45)

die Wechselwirkung mit dem Strahlungsfeld beschreibt.
Wir werden Hjy in Storungstheorie betrachten. D.h. wir brauchen die Matrixelemen-
te von Hiy zwischen Zustdnden mit verschiedener Zahl von Photonen. Weil

A~a+adl (46)

ist, sind die folgenden Ubergiinge von Null verschieden

2

e
—— A% & AN, = £2,0. (47)

S A.Fo AN, = 1,
mec 2me



Zum Schluss berechnen wir die Matrixelemente von H;i,: zwischen Zustidnden deren
Photonenzahl sich um ein Photon unterscheidet. Wir nehmen an, dass es im Anfangs-
bzw. Endzustand, ng , bzw. nz , + 1, Photonen mit Impuls £ und Polarisation A gibt.
Dann 7 7

Mf’L = <TL>\’E + 17 f‘Hint’n)\ﬁa 7’>7 (48)
wobei |f) und |¢) End- und Anfangszustéinde des geladenen Teilches sind. Wir finden

. —€ _, 2 . —€ = .
My; = <n>\,l_€+1’ f’Hint‘nA7E,Z>, = <n>\j€’+1, f!%pA’nAV;;a i) = <f‘%p<n>\712+1|14’n)\71;’>|1>-

Um jetzt
<n)\,E + 1|A|n>\7,;> (50)

zu berechnen, brauchen wir

<”>\,E + 1|aJ,%,,/\,‘”>\,;g> = W(s,;,;ﬁx,\/- (51)

Damit erhalten wir

N 2rhe?(nz, + 1) e
g U = LD e o
k

Wir benutzen diesen Ausdruck in Gl. (49) und bekommen

, 2rhc?(ngzy +1) ,  —e =
Mg = 28 LAY it 5\ S ik
fi— <n)\j€’ + 17 f| lnt’n,\yka Z> =e Wk \/ CUEV <f|mcp 6E7A6 ‘ T‘Z>' (53)

Schliefllich verwenden wir Fermis goldene Regel. Dann liefert der zeitabhéngig Vorfaktor
e~ "kt die 5-Funktion, die die Energieerhaltung beschreibt. D.h. das Matrixelement, das
wir fiir n — n + 1 Ubergange brauchen, ist

2rhc(ng, +1)  —e . . e
Mi-l—n,ak—)f-f—n,;)\-ﬁ-l = \/M<f|p TR kT|Z>- (54)

wEV me

Eine identische Rechngung ergibt das Ergebnis fiir n — n — 1 Uberginge

2rhe?(nyy) , . —e o
Mt = [ NTRNM el R T 55
itng =g \—1 oV (f]mcp e i) (55)



