Vorlesung 15

Zeitabhingige Storungstheorie

Nehmen wir an, dass wir ein physikalisches System betrachten, welches wir mit der
Hilfe eines zeitunabhéangigen Hamiltonoperators beschreiben. Dann kénnen wir die Zeit-
entwicklung eines Zustands 1 sehr einfach beschreiben. Weil der Hamiltonoperator H zei-
tunabhéngig ist, gibt es Energieeigenzusténde |n), die die Schrodingergleichung erfiillen

Hin) = Ey|n). (1)
Die Energie-Zusténde sind vollstdndig

Y In)(n|=1. (2)

Fiir jeden Zustand gilt

) =1 1) = In)(nlep) =D anln). (3)

Die Zeitentwicklung von v folgt aus der Schrodingergleichung

0 3 8an
Zﬁahﬂ) =Hl|y) = ﬁz In) = ZEn an(®)ln). @
Weil alle |n) linear unabhéingig sind, bekommen wir
ihaagt(ﬂ n) = By an(t)|n) = an(t) = a,(0)e Ent/N, -

D.h., dass die Zeitentwicklung der Wellenfunktion gegeben ist durch
vy =D an(0)e F M n). (6)
Die Wahrscheinlichkeit unser System im Zustand |n) zu finden ist zeitunabhéngig
= |(n|e))|* = lan(0)e /P = a, (0)]%. (7)

Die Energie des Systems

(Y|H|y) = an n (8)

ist auch zeitunabhéngig.
Wir stellen uns vor, dass wir eine zeitabhéingige Storung zu H addieren,

Hy=H+V(t). 9)



Weil H; explizit von der Zeit abhéngt, ist die Energie nicht erhalten. Wir kénnen die
Energieeigenzustinde von H benutzen, um das System zu beschreiben. Aber die Wahr-
scheinlichkeiten unser System in verschiedenen Zusténde zu finden werden zeitabhingig
sein.

Wir beschreiben den Effekt von V' (¢) in der Stérungstheorie. Wir wihlen den Ansatz

4 () = zn: an(t)e” M n). (10)
Dann gilt
Hylwo(t) = [H + V(£)] Y an(t)e™ /M |n)
=" Enap(t)e 5t "L\:> +) " an (e E Y (1) n). -

Wir berechnen die Ableitung nach der Zeit und erhalten

(1) = > Enan(0e™ 5 ) + 3 ) (12)
Durch Vergleich der zwei Gleichungen finden wir
iha“;(t> = Zn:an(t)e“Em—Enﬁ/ﬁ(myV(t)yn>. (13)
Diese Gleichung kénnen wir formal “lésen”
o ¢
am(t) = am(to) + % > / A7 ap (1) Em =BT/ M i |V (1) |n). (14)
no

Auch wenn diese Gleichung keine echte Losung ist (die unbekannten Koeffizienten a,(t)
treten auch auf der rechten Seite auf), kénnen wir diese Gleichung benutzen, um ver-
schiedene Naherungen zu konstruieren.

Zum Beispiel fiir ein kleines Potential V' (¢), das nur fiir ein endliches Zeitintervall
von Null verschieden ist. Wir nehmen dann an, dass tg = —oo ist, dass bei t = —o0
fiir das Potential V(¢) = 0 gilt und dass sich unser System in einem Eigenzustand
von H befindet. Angenommen dieser Zustand sei n. Dann konnen wir in Gl (14) im
Integral a,,(7) durch 1 ersetzen (erste Ordnung der Stérungstheorie — héhere Ordnungen
enthalten hohere Potenzen des Potentials) und erhalten

t
1 )
am(t) = Oum + = / dr e Em=ET/h(m |V (1)|n). (15)

—0o0



Wir bezeichnen den Zustand |n) als |¢) (“initial”) und |m) als | f) (“final”) . Fiir | f) # |4)
lautet die Ubergangsamplitude

t
i o .
aplt) =—3 [ dre TV, (16)
wobei wy; = (Ey — E;)/h. Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist dann
' 2

Wislt) = lags®) = 33 | [ dr(Vn)li | (1)

o0

Als Beispiel wir betrachten ein geladenes Teilchen im Oszillatorpotential. Der zeit-
unabhéngige Teil des Hamiltonoperators ist damit

2 2,.2
P mw-x
H =

“om T2

(18)

Hinzu kommt nun das schwache, zeitabhéngige, dufiere elektrische Feld £(t) = Ee /7,
Als Anfangszustand |i) bei t = —oo wihlen wir den Grundzustand des Oszillators. Nun
wollen wir die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass sich das Teilchen bei t = 0o in einem
angeregten Zustand befindet. Das zeitabhéngige Potential durch das elektrische Feld ist

V(t) = —eEe /2. (19)
Wir finden
o) 2 0o 2
1 : 2E? .
Wri=13 / dt (f|z]0)e™site /T eE| = ehz |(f]]0)? / dt erite=t/T*1 1 (20)

Das Integral iiber die Zeit ergibt!
[e.e]
/ dt ewrite /7" = BT frr, (21)
—0o0

Das Matrixelement (f|x|0) finden wir, indem wir z als Linearkombination von a und af
Operatoren

h
— (T
x T (a +a> (22)
ausdriicken. Dann folgt
h
0) =4/—9 23
(f1al0) = /505, (23)

!Unter Verwendung von f dx 6712 = /.

—o0



durch Ausnutzung von
(1]afl0) = 1. (24)

Wir erhalten dann die Ubergangswahrscheinlichkeit

e2E? rhr?
Wfo = 7]52 e

w25 25
o f1- (25)

Wir kénnen diese Formel umschreiben durch den Impulsiibertrag vom elektrischen Feld
zum Ostzillator

AP = / dte€(t) = eE\/TT. (26)
Damit ergibt sich
AP?2 o
Wyo =5 ——e¢ 2541 (27)

Es ist klar, dass die Stérungstheorie verwendbar ist, falls Wy < 1 gilt. Was bedeutet
das physikalisch? Um das zu klédren, berechnen wir den Energieiibertrag vom elektrischen
Feld zum Oszillator. Die Wellenfunktion bei t = —oo ist |i) = |0). Die Wellenfunktion
bei t = oo ist

a 2
=10 (1-45) 4o, (28)

Wir brauchen die Korrekturen zum Koeffizienten des Zustands |0) in der obigen Formel,
weil |f) normiert sein soll. Die Energie am Anfang ist

E; = (i|H|i) = Ey. (29)
Die Energie am Ende ist
Ep = (fH|f) = Eo (1 = Wyo) + E1Wro (30)
Der Energieiibertrag ist dann

AP?
AE = Ef - E; = (E1 — EO)WfO = ﬁwag = o 67“}27—2/2.

(31)
Falls AF < hw ist, ist Wyq klein und die Stérungstheorie ist anwendbar.

Bisher haben wir den ersten Term unserer Storungstheorie betrachtet; wir wollen
jetzt weitere Terme untersuchen. Wir gehen zuriick zur Differentialgleichung Gl. (13)
und schreiben sie noch einmal

. Oap(t)
ih 5

=" an(t)e BB (| V (1) ). (32)

Dann schreiben wir diese Gleichung um:

o BB |V (1)) = (m|e MV ()oY )



° ez’Ht/hV(t)e—th/h — M(t);
° am(t) — d(t).
Statt Gl. (13) erhalten wir

oa “
s = AM(t) @(t), (33)
ot
wobel wir uns am Schluss fiir den Fall A = 1 interessieren. Im Moment werden wir aber
A als Entwicklungsparameter betrachten und spéater A auf 1 setzen.

Wir wollen diese Gleichung als Entwicklung in A 16sen. Wir setzen an

i=» MNdp (34)
n=0
und erreichen damit die Form
ine _ i wnindin _ i APINI(E) @y (t) (35)
ot —~ ot —~ e

Durch Koeflizientenvergleich der Potenzen von A bekommen wir dann eine rekursive
Gleichung fiir @y,
oa. ~
m% = M(t) Gpor(t), 0<n < oo, (36)

mit @_;(¢) = 0. Die Losung sieht dann so aus

—

do(t) = Ao,
t

) 1 oy E
(Il(t) = ﬁ / dth(tl) A(),

—0o0

Go(t) = (;)2 /t dty VI (1) ] dty NI(ts) Ao, (37)

an(t) = Cﬁ)ﬂ_{: dth(tl)Z dty M(tg)...tzldtn M(t,) Ao.

Diese Ausdriicke kénnen wir jetzt umschreiben; wir werden das am Beispiel von ds(t)



illustrieren. Wir schreiben
t

() = <;>2 / at M (1) / dts Ni(t2) o

t t1 t t2
1/1)\? . . . . . .
-1 <m> (/ dtl/dtg N(t) NE(t) Ao+/dt2/dt1 Ni(ts) NE(t) Ao | (38)

t t t t
1/1\? . . . ) . .
=3 <m> (/ dtl/dtg M (t1) M (t3) Ao+/dt1/dt2 M (t) M(t1) Ay
00 —00 - t

~

Der letzte Term lisst sich vereinfachen, falls M (t1) M (t2) = M(ty) M(t1) gilt, weil dann

t

/dt1 / dtaf(t1,t2) + /dtl/dtgf t1,t2) /dtl/dtgf (t1,t2) (39)

—00 t1

ist. Leider ist es normalerweise so, dass

M1 (0), M (22)| #0, (40)

fiir t1 # to. Um dieses Problem zu iiberwinden, fithren wir einen neuen Zeitordnungs-
operator T ein, sodass

T(M (t1)M(t2)) = M(t1) M (t2)0(t; — to) + M (to) M (£1)0(ty — t1). (41)

Mit Hilfe dieses Operators schreiben wir Gl. (38) als

t

G (t) = % (;)2 j dh / dty T(NI(#) VI (£2)) Ay

(42)
Lof( t) [ N(t)
-7 dt; 1 / dtya 22| A,
2 ih
Man kann auch zeigen, dass
¢
. 1
Gnlt) = T M fan® (13)

D.h., wenn wir den Vektor d(t) berechnen und den Limes A — 1 nehmen, bekommen wir

t t . N
> 1 M t1) M t9) M I L[ M|
Eit)z E T n' 1 / 2 / OZT eh*"o Ao.
n=0




Die obige Gleichung gibt die exakte, wenn auch formale Losung fiir das Zeitentwick-
lungsproblem.

Wir gehen jetzt zuriick zur Storungstheorie und schauen uns die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten an. Wir stellen uns vor, dass V(t) = 6(t)0(ty — t)V(t) und V(0) =
V(ty) = 0. Dann gilt

ty 2
1 ,
Wi = | [ dt & (v eoln| - (45)
0
Wir nutzen jetzt partielle Integration und erhalten
” 2
Wyi= s | / at ert (1 2Vl (46)
Dieses Integral ist klein, falls
ov(t) 1
— <1 (47)
ot hzwj%i

ist. Die Bedeutung dieser Ungleichung ist, dass das zeitabhiingige Potential sich sehr
langsam #ndern muss — viel langsamer als die Ubergangszeiten ~ 1 Jwy; zwischen ver-
schiedenen Energieniveaus. Eine solche Stérung heifit “adiabatisch”.

Alternativ kénnen wir auch eine andere Stérungstheorie entwickeln. Wir stellen uns
vor, dass unser Hamiltonoperator von einem zeitabhingigen Parameter a(t) abhéingt

H = H(a(t)). (48)
Falls a zeitunabhéngig ist, konnen wir die Schrédingergleichung 16sen
H(a)na) = En(a)na). (49)

Die |n,) Zustinde sind vollstéindig, fiir alle a-Werte, die in Frage kommen.? Wir wollen
die Zeitentwicklung der Wellenfunktion bestimmen. Die Schrédingergleichung lautet

0
ihs ) = H{a(t)[0) (50)

Wir wahlen den Ansatz

= 3 au() € nyy) (51)

und setzen diesen Ausdruck in die Schrodingergleichung ein, was uns

i aan a¢n .0
I il >\ Ma(n) = anh"g " nagn) + anih g nagy)

—Za e’ By (alt)) na)-

*Ein Beispiel wire ein Oszillator mit zeitabhangiger Frequenz «(t) = w(t).




liefert. Wir wahlen dann .

oult) == [ A7 Enla(r), (53)

—00
benutzen die Orthogonalitét der nq(;)-Zusténde, sowie
0 _Oaft) 0

E’na(tﬂ ot 8704‘%»’ (54)

und erhalten

dam(t)  Oa(t) ot o0 5
5t o Zn:an(t)e( (t)=dm (1)) (M) 5 [naw) = 0. (55)

Diese Gleichung ist exakt. Wir wollen aber jetzt die Storungstheorie entwickeln und zwar
unter der Annahme, dass da /0t klein ist. Dann setzen wir die Entwicklung

am = al? +alV), (56)
(0)

an, wobei a;,” zu den Losungen des ungestorten Systems gehort, und erhalten

daly)  da(t) — (o) . 9
= i(¢n(t)—dm (t B
ot + ot Za%) ¢/fn)=m(1) <ma(t)|8ia‘”a(t)> =0, (57)
sodass
t P 5
1 0 - W(pn(T)—dm (T
af) (1) = - ;ap / ar 82 cion1=om (| L. (58)

Wir wollen die Ubergangswahrscheinlichkeit berechnen; wir wihlen

agLO) = 5m‘7 (59)
|m) = |f) und erhalten
¥ 806 i(di(T)— T a -
ag}) _ / dr 22 e (6s(r) =65 (7)) (Fan |5 liatm)- (60)

Um die Ableitung nach a berechnen zu kénnen, verwenden wir die vier Gleichungen

(fIf) = (loy =1, H[f) = E;lf), Hli) = Eii). (61)
Dann gilt
0 OE;, . 0 . oH 0 .
%H‘irﬂ = 8(; i) + Eia%’1a> = 8704‘20» + H%h@- (62)



Wenn wir diese Gleichungen mit (f,| multiplizieren und (f,|ia) = 0 benutzen, erhalten
wir

0H 0
<f0c‘ |zoz> = (f | ’Za> + Ly, <foc| ’Za> (63)
Wir 16sen die obige Glelchung nach ( fa|8/ 8oz|za> auf und ﬁnden
0 .\ (fal5Elia)
<fa’87a|7’05> - E - Efa (64)

Wir bekommen dann die finale Formel fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit in der adia-
batischen Ndherung

0o 2
O <fa |Za>
W | i(64(7)
if /dTaT o -Ey | (65)

Eine andere Situation ergibt sich, falls die Stérung sich sehr schnell einschaltet — eine
“plotzliche” Storung. Wir fangen an mit einer kleinen Stoérung, die auch plotzlich ist.
Wir benutzen die Formel

Wy = h% / dt'eiert at, | (66)
fi 0

Wir stellen uns vor, dass die Zeitableitung von V'(t) auf einem kleinen Zeitintervall
to < t' < top+ 7 grofl ist und dass 7 so klein ist, dass €™ ~ 1 ist. Dann konnen wir
ewrit" durch e™rito ersetzen. Wir erhalten dann

. 2
W Lo e V(). [(fIV(00) = V(O)ID)>  [{FIV(o0)]i)]?
Jie h%}% ettt /dt/ {1 ot ) = hzw]%. - h2wj2€. ’
(A O (A (A

(67)
wobei wir benutzt haben dass V' (0) Null ist.

Diese Berechnung setzt ein kleines V' (t) voraus. Es ist aber auch mdoglich, plétzliche
Storungen unabhingig von der Groflie von V(t) beschreiben. Wir betrachten folgende
Situation: Die Stérung V(¢) dndert sich von 0 zu V wihrend des Zeitintervalls 7. Der
Hamiltonoperator ist

H(t)=H;0(—t)+ (H; + V()0(t)0(T —t) + (H; + V)O(t)0(t — 7). (68)
Wir sollen die Energieeigenzustéinde des Hamiltonoperators
Hy=H;+V (69)

nutzen, um die Zeitentwicklung zu beschreiben weil wir uns fiir die Wellenfunktion an
t = oo interessieren. Dann

H(t)=Hp+ (V(t) = V) = H; + V(1) (70)



Die exakte Gleichung fiir die Koeffizienten ist

am(t) = am(0) — ;Z/dtl an(ty)e™mnts (m|V (t1)|n). (71)
"o

Falls wir das letzte Integral vernachldssigen konnen (das setzt 7V (t)/h < 1 voraus),
dann haben wir

am(t) = anmn(0). (72)
Dass heif3t ‘
() =D am(0)e™ " |m). (73)

Diese Formel bedeutet, dass — bei plotzlichen Stérungen — die Wellenfunktion sich nicht
dndert. Wir bekommen dann die Ubergangswahrscheinlichkeit, indem wir die alte Wel-
lenfunktion in die neue Basis umschreiben. Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist dann

Wri = |[(fle®))1* = [{f(0))[. (74)
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