Vorlesung 3

Matrixelemente von Tensoroperatoren und die Auswahlregeln

In der Quantenmechanik miissen wir ab und zu die Matrixelemente von verschiedenen
Operatoren berechnen. Von spezieller Bedeutung sind fiir uns die Abhéngigkeit solcher
Matrixelemente vom Drehimpuls, d.h. wir betrachten

(1, m1|O|j2, m2) (1)

und wollen die Abhéngigkeit von j; 2 und m; 2 bestimmen.

Um zu sehen, wie das funktioniert, betrachten wir einen Skalaroperator. Ein Skalar-
operator O, #ndert sich unter die Drehungen nicht. Das bedeutet, dass der Kommutator
zwischen J und Og verschwinden soll, also

[f, Os] ~0. 2)
Es gibt viele Operatoren, wie zum Beispiel
7727 77 177 1527 (3)

welche Skalaroperatoren sind.
Wir kénnen den Kommutator aus Gl. (2) verwenden, um Informationen iiber das
Matrixelement (j1,m1|Os|j2, m2) zu bekommen. Betrachten wir

0 = (j1,m1|[J2, Os]|j2, ma) = (1 — ma) (i1, m1|Os|ja, ma),
J2, 04142, m2) = (11 + 1) — ja(ia + 1)) (1, ma|Osl iz, ma).

(4)

0= <j15m1|[
D.h. wir erhalten
(91, m1|Og|j2, Mm2) = dmymadii i a(g1,m1), (5)

wobei a(j1,m1) eine Funktion von j und m ist.

Es ist moglich zu zeigen, dass a(j, m) eigentlich von m unabhéngig ist. Dazu betrach-
ten wir das Matrixelement des Kommutators zwischen J_ und OS, der auch verschwindet,
und schreiben

0 = (j1,m|[J—, Os]|j2, m2)
= p4 (j1,m1) (g1, m1 + 1|Oslja, ma) — pi—(j2, m2) (j1,m1|Osj2, ma — 1) (6)

= pt(J1, ma)a(ji, ma + 1)8j, joOmy+1,ms — - (G2, m2)a(g1, m1)d;, 55 0my mo—1-

Wir benutzen!
MJr(jlaml) :M*(jbml—i_l) (7)
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und erhalten

0 = py(J1, m1)d51 joOmi+1,ms [a(d1, m1 + 1) — a(jr,m1)] . (8)

Das bedeutet, dass
a(ji,m1) = a(jr,m1 + 1) = a(j1), 9)

sodass a(j,m) von m unabhéngig ist. Also gilt
<j1>m1‘05|j27m2> = a(j1)5j1j26m1m2' (10)

Als néchste Schritt betrachten wir ein Vektoroperator V. In dem Fall ist die Ge-
schichte viel komplizierter. Ein Vektoroperator transformiert sich unter Drehungen wie
z.B. ein Ortsvektor 7. Das entspricht folgenden Vertauschungsrelationen

[Ji, Vj] = ieiji Vi (11)
Weil [J,, V,] = 0, finden wir
0 = (i1, mal|[Jz, Vllj2, me) = (m1 — m2) (i1, ma|Vzj2, ma). (12)
Es folgt
(1. ma|[Vz g2, ma) ~ bmime (13)

Wie fithren zwei Operatoren Vi =V, +1iV}, ein und benutzen Gl. (11) um die folgen-
den Vertauschungsrelationen herzuleiten

[, Vi] = £V, (14)
Jetzt betrachten wir
<j17 ml’[sz V:l:] |j27 m2> = :l:<jla ml‘v:l:|j27 m2>7 (15)
und finden, dass
(m1 —ma F 1) (j1,m1|Vi|j2, ma) = 0. (16)
Das bedeutet
(41, m1|Vi|j2, m2) ~ dmymot1- (17)

Auf diese Weise konnen wir weitere Einschrankungen fiir die Matrixelemente finden,
aber das ist viel komplizierter. Es ist besser, die Vorgehensweise zu dndern und alle
Operatoren nach ihren Transformationseigenschaften unter Drehungen zu klassifizieren.
Warum das niitzlich ist, konnen wir am folgenden Beispiel sehen.

Angenommen wir wollen die Matrixelemente des Operators 7 bestimmen. Wir schrei-
ben 7 in Kugelkoordinaten

1 . 1 ;
F=r ( sin e *Yé; + —sinfe'Ye_ + cos 9€Z>

7 V2
4 R N —
- T\/?(Ym(g, p)e: —Yu(l,p) e+ Y110, 9) &),
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wobei &y = (&, £1i€,)/v2 und Y, (0, ¢) Kugelfliichenfunktionen sind.
Die drei Vektoren €4, €, sind orthonormal

€r-éx=1, ée4-ex =0, é+-e,=0, e,-¢ =1 (19)

Dann kénnen wir jeden Vektor in (&£, z)-Komponenten schreiben
= a4y +a_€_ +a,e. (20)
Wenn wir diese Entwicklung mit der Entwicklung von 7 vergleichen, finden wir

T+ =Tm=—1, T— = —"Tm=1, ) (21)

wobei

47
Tm=p =T ?YVLM(97 (10)’ H = :l:la Oa (22)

die Kugelkomponenten des Vektors 7 sind. Zu beachten sind das Vorzeichen bei ry,—1
und die “vertauschte” Zuordnung r4+ <> m = F1. Im Folgenden verkiirzen wir die
Schreibweise durch Weglassen des “m =”. Wenn wir ein Skalarprodukt von zwei Vektoren
durch Kugelkomponenten schreiben, erhalten wir eine etwas ungewohnliche Formel

1
a b= Zl(—l)“aub_#. (23)

Falls wir die Matrixelemente von 7 berechnen wollen, kénnen wir die Schreibweise aus
Gl. (18) verwenden. Dann ist klar, dass wir die Matrixelemente (j1, m1|Y1m (6, ¢)|j2, m2),
m = +1,0 brauchen. Wir verallgemeinern dies und fragen, was das Matrixelement

(71, m1|Yim (8, )| 2, ma) (24)
ist. Das ist aber einfach
(71, m1|Yim (6, ©) |72, m2) = (j1, m1|l, m; jo, ma)

' 4 - L J2 5

m mo2 —Mq

(25)

Fiir das Matrixelement von 7 erhalten wir dann
. . f4m j - j . j .
<]17 ml‘ﬂ]% m2> = §<j1’7’|j2> [C{(l)ggmzez B Cﬁ?;mze_ + C{I—T}jzm2e+} ’ (26)

D.h. die Abhéingigkeit des Matrixelements von m s ist durch diese generellen Uberlegungen
festgelegt.

Um dieses Ergebnis zu erweitern, konnen wir alle Operatoren klassifizieren, indem
wir ihre Transformationseigenschaften unter Drehungen betrachten. Die Operatoren, die



sich wie Y},(0, ¢) transformieren, nennen wir Tensoroperatoren. Fiir Tensoroperatoren
gilt das Wigner-Eckart-Theorem

. A . ! M . .
<O/7]/7ml‘OlP«’a7‘77m> = (_1)] < J J > <alvjl‘Ol’a7]>7 (27)

-m' u m

wobei a, o' die iibrigen Quantenzahlen sind, die wir brauchen, um den Quantenzustand
vollstéindig definieren zu kénnen. Die Abhingigkeit des Matrixelements von m/, u und
m ist auf der rechten Seite der Gleichung explizit ausgeschrieben. (¢/,j'|O;la, j) ist
das sogenannte “reduzierte Matrixelement”, das nicht mehr von yx, m und m’ abhéngt.
Wir konnen es ausrechnen, indem wir die linke Seite fiir eine feste Wahl von p, m
und m’ berechnen und durch den entsprechenden Vorfaktor teilen. Zusammen mit dem
3j-Symbol legt das reduzierte Matrixelement dann die vollen Matrixelemente fiir alle
anderen Werte von u, m und m’ fest.

Wie kénnen wir diese Tensoroperatoren konstruieren? Fiir den Operator # haben
wir gesehen, dass wir ihn in Kugelkoordinaten schreiben miissen. Das gilt natiirlich fiir
alle Vektoroperatoren. Als anderes Beispiel betrachten wir den Rang-2 Tensoroperator
T;j = ;7. Wir schreiben ihn um zu

Sii i
T, = grz + (rirj — ;)]7“2) ) (28)
Der erste Term ist die Spur, der Zweite ist ein spurloser Rang-2 Tensor. Die Spur ist
proportional zu 72, was bedeutet, dass es sich um einen Skalaroperator handelt, sodass
das Matrixelement

(', m/|6457|5,m) (29)

uns schon bekannt ist (siehe Gl. (10)).
Wir wollen dann das Matrixelement des spurlosen Rang-2 Tensors berechnen

3 5
G Tl = ') (rry = 227 L) (30)

Um dieses Matrixelement berechnen zu kénnen, schreiben wir den Tensor in Kugelkom-
ponenten um. D.h., wir betrachten

aW Ty = (@-7)(b-7)— =a-br (31)

W =

wobei @ und b zwei zusétzliche konstante Vektoren sind. Wir schreiben den obigen Aus-
druck in Kugelkomponenten um

aibjTij =agbyr_r— +a_b_riry + (a_b, +ab_)ryr, + (ayb, + aby)r_r,

1 1 32
+ (a4b— +a-by) (7’+7’— - 37"2> +ab, (7'2 - 37“2) . (32)



Wir sehen, dass es hier sechs unterschiedliche, r-abhéngige Strukturen gibt. Wir wollen
jetzt zeigen, dass alle diese Strukturen proportional zu Y2, (6, ¢) sind. In der Tat gilt

.9 2
T+T4 = Tg1TF1 ~ Yl,ﬂFlyl,ﬂFl ~ sin® 6 eTH¥ ~ }/2}2(97 ‘P)a (33)
Tary ~TE1mo ~ Y1 71Y1,0 ~ sinfcosf e ~ Yo 1(6, p).

Die zwei iibrigen Strukturen sind identisch. Um das zu sehen, miissen wir r? durch
2r,r_ + 12 ersetzen. Wir erhalten

1 1 1 2
rero—grt =g (rer =), rers = grt = =2 (rerm =), (34)

Das heif3t, dass die einzige r-abhéngige Struktur, die wir brauchen

sin? @

rir_ —r2~ =Y11Y1 1 — Y1010 ~ —cos?f ~ 1 —3cos’0 ~ Yap(0,9), (35)
auch eine Kugelflichenfunktion ist. Wir sehen, dass alle Kugelkomponenten des symme-
trischen, spurlosen Rang-2 Tensors proportional zu Y5 ,, sind; d.h., dass die Matrixele-
mente von Kugelkomponenten des Tensors das Wigner-Eckart-Theorem erfiillen.

Wenn wir einen allgemeinen Tensor betrachten, gibt eine kleine Anderung. Als Bei-
spiel betrachten wir einen Rang-2 Tensoroperator Tj; = 7;p;. Wir schreiben ihn um

als
0ii o . 1 1 2. 4 4
ST P+ ( z‘pjrjpz')+2<7“ipj+7“jpi35ij7“'1)>- (36)

Ty=3 2

Die drei Strukturen auf der rechten Seite entsprechen einem Skalaroperator ~ (5ijf’2 (Spur
des Tensors), einem Vektoroperator (r;p; — r;p;) ~ €jrLi (anti-symmetrische Kompo-
nente des Tesnsors) und einem symmetrischen, spurlosen Rang-2 Tensoroperator

20
ripj +1iPi = 5047 P, (37)
der die L = 2 Beitriage beschreibt.
FEin sehr wichtiges Beispiel der Verwendung des Wigner-Eckart-Theorems stellt das
sogenannte “Vektormodell” dar. In diesem Fall geht es um die Berechnung von Matrix-
elementen der Vektoroperatoren

(agm/ |V ]ajm). (38)

Wenn wir uns dieses Matrixelement klassisch vorstellen — als ein Integral iiber alle
mogliche Orientierungen des Systems, die mit dem gegebenen Drehimpuls J kompa-
tibel sind — kénnen wir behaupten, dass nach der Integration das Integral proportional
zu J sein muss. Um das mathematisch auszudriicken, schreiben wir

JV .

V= = J+V,, V. -J=0, (39)




und dann oL
(ajm|V - J|aggm)
i +1)

(agm![V]ajm) = (agm!| T ejm), (40)
weil (ajm/|V|ajm) = 0 ist.

Dieses Argument ist etwas oberflachlich, aber wir konnen es um einiges solider ma-
chen. Ein Vektoroperator ist ein Tensoroperator mit [ = 1 und m, = 4 = 1,0, —1. Das
bedeutet

NI S ! 1 g . ‘
(gt Vofagm) = (-1~ (3,3 Y ailVied) (41)

-m' u m

Wir kénnen eine fast identische Gleichung fiir V=J schreiben, weil J auch ein Vektor-
operator ist

-m' pu m

<ajm'|L|ajm>:(—1)jm’< Jo 1 j)(alelaj% (42)

Wir kombinieren diese Formeln und schreiben sie um zu

(aj|V]ag)

(il T[aj) (agm/|J,|ajm). (43)

(ajm/ |V |ajm) =
Jetzt betrachten wir das Matrixelement eines Skalarprodukts zwischen Jund V
(agm!|J - Viagm) = > (=) (agm’|Ju]ajm”) (ajm V- |ajm)
®Hom

_Z<—1>“+2f-m’-m”( ;o j)(_j , ><aj|vwaj><ajuaj>

‘ -m' pu m” m”" —pu m
w,m
= Vo) | lad)
_2j+1a] aj)\eg|dag ),
(44)
wobei der letzte Schritt aus der Orthogonalitit der Wigner-Symbole folgt.?
Wir wiederholen die Rechnung mit V' — J und erhalten
- = Om'm, . .
(agm|.T - Tlajm) = 33 + D = 577 - {aglT]ag)?. (45)
Das Verhiltnis von Gl. (44) und Gl. (45) liefert
(ajml - Viajm) _ (aj|V]aj) (46)

(ajm|J - Jlajm)  {aglI]aj)

Wir setzen diesen Ausdruck in Gl (43) ein, benutzen (ojm|J%|ajm) = j(j + 1) und
erhalten so das gewiinschte Ergebnis Gl. (40).
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