Vorlesung 2

Drehimpulsaddition

Wir betrachten ein mechanisches System, das aus zwei unabhéngigen Systemen be-
steht. Jedes der zwei Subsysteme besitzt einen Drehimpuls. Der Drehimpuls des ganzen
Systems ist dann

J=J1+ Ja. (1)

Falls es zwischen den zwei Subsystemen keine Wechselwirkung gibt, sind jig erhalten;
wir kénnen dann die Zusténde des Gesamtsystems durch die Zusténde der zwei Subsys-
teme beschreiben

W) = |j1, m1; Jo, ma), (2)

wobei

‘]12,2‘].1’ ml;j27m2> = j172(j172 + 1)‘]17 ml;j27m2>a (3)

J1.2.2|91,m1; J2, ma) = mq 2|j1, ma; J2, ma).

Der Quantenzustand |¥) ist dann der Eigenzustand der Operatoren J1272, J1,2,2-

Es kann auch sein, dass die zwei Subsysteme miteinander wechselwirken und zwar
so, dass nur J1272 und J = J; + Jo erhalten sind. Ein wichtiges Beispiel hierfiir ist die
folgende Wechselwirkung

= |
Hu ~ Ji-Jy = 5 (2= T2 = J3). (4)
Es ist einfach zu zeigen, dass
[<717 Hint] ~ J_i X JE; [J12,27 Hint] = 07 [J27Hint] = O) (5)

was obige Aussagen beweist. Dementsprechend wollen wir das System mit den folgenden
Zustanden beschreiben
|j7 m;j17j2>7 (6)
wobei 7, m, j1 und jo jeweils die Eigenwerte von J_Q, Jz, J_lg und J_g sind.
Wir wollen jetzt alle moglichen Zusténde |j, m; j1, j2) klassifizieren und konstruieren.
Da |j1, m1, j2, m2) ein vollstédndiger Satz von Basisvektoren ist, kénnen wir immer

17, m; 1, j2) = Z G jama 1, 1 2, M2) (7)

mi,m2

schreiben. Wegen J, = Ji, + Jo . folgern wir, dass in der Summe nur solche Terme
beitragen, welche die Bedingung

mi+mo=m (8)



mi— | —p | —h+l ][ Ja—2]a-1]n]m |
z Yy X j2

z y | g2—1

z | J2—2

—J2

Tabelle 1: Addition von Drehimpulsen

erfiillen. Wir miissen dann die erlaubten j-Werte in der Gl. (7) bestimmen; natiirlich
muss j > |m/| sein.

Um das zu erreichen, ist es hilfreich, Tabelle 1 zu betrachten. Die Zeilen entsprechen
moglichen Werten von Ji . und die Spalten moglichen Werten von Js .. Wenn m =
mq + mg fixiert ist, kénnen my und my sich entlang einer Diagonale &ndern (in Tabelle 1
z.B. mit x,y, z bezeichnet). Wir nehmen an, dass j; > jo.

Der grofite Wert von m findet sich in der rechten oberen Ecke: mpyax = j1 + j2 und,
wie aus der Tabelle hervorgeht, gibt es nur einen Zustand (x) mit diesem m-Wert. D.h.,
dass der maximale Wert fiir j auch j; + jo ist. Wir erhalten

|1+ J2, 31 + J2s g1, J2) = |dvs s G2, J2)- 9)
Als néchstes betrachten wir die Zustinde mit m = mmax — 1 = j1 + j2 — 1. Es folgt
aus der Tabelle, dass es zwei Zustéinde mit diesem m-Wert gibt. Einer von diesen ist

|71 + J2, 71 + Jo — 1; 71, J2), der Zweite ist |j1 + jo — 1, j1 + j2 — 1; j1, j2). Wir kénnen den
Zustand mit j = j; + js relativ einfach bestimmen. Dazu wenden wir den Operator

J_=Ji_+Jo_ (10)
auf die Zustande in Gl. (9) an, und bekommen
p— (g1 + Jos g1+ Jo)lgi + Jos J1 + Jo — 1541, J2)
= p—(Jv, )i g1 = 132, g2) + p—(j2, j2)ld1, jus ja, j2 — 1)
Weil! 11 (4,7) = /27, erreichen wir

. L . . J1 . .. 72
1+ 72,01 +J2 — Lig1,02) = (| = — |71, J1 — 1792, J2) + (] = — |71, J1572,J2 — 1).
|1 + Jo. j1 +J J1,J2) \/j1+j2\19 J2, J2) \/jﬁﬁbyjy )

(12)

(11)

Den zweiten Zustand kénnen wir ganz einfach mit Hilfe der Orthogonalitdtsbedingung
finden. Es muss

(J1 +j2 — 1, j1 + j2 — L; g1, Joljt + J2, 1 + j2 — 1341, 42) = 0 (13)

!Siehe Vorlesung 1.



gelten und dass der Zustand |j1 +j2 — 1, j1+j2 —1; j1, j2) durch eine lineare Kombination
von |ji, j1 — 15 ja, j2), 1, 15 J2, j2 — 1) gegeben ist. Es folgt

Lh J1s J2. J2 — 1).

14)

Falls wir den néchsten Schritt (z, siche Tabelle 1) machen wiirden, bekdmen wir es mit
drei Zustidnden zu tun; dementsprechend sollten wir uns mit drei Gesamtdrehimpulsen
7 beschéftigen, ndmlich j = j1 + jo, 7 = j1 + j2 — 1 und j = j1 + jo — 2. Zwei Zustéande
j=j1+jde,m=7j1+jo—2und j =41 +j2 — 1,m = j1 + j2 — 2 kénnen wir berechnen,
indem wir den Operator J_ auf die Zustdnde mit j = j; 4+ jo,m = j1 + jo — 1 und
j=j1+j2—1,m = j1+j2—1 anwenden. Den Zustand mit j = j1 +jo—2,m = j1 +jo—2
konnen wir dann durch die Orthogonalitdtsbedingungen bestimmen.

Die Methode, die wir hier beschrieben haben ist konstruktiv — wir konnen diese
Methode weiterverfolgen und alle Quantenzustéinde von J und J, konstruieren. Es ist
klar, dass die Zahl der Zustéinde bis zum m-Wert j; — jo zunimmt;? danach #ndert sie
sich nicht. Das bedeutet, dass die moglichen Werte des Gesamtdrehimpulses j durch

|71+ jo — 1,51 + j2 — 1541, j2) = |J1 J1— 1542, J2) —

J1—J2 <j<ji+je (15)

gegeben sind.
Es ist interessant, die Zahl der Zustdnde zu berechnen. Einerseits haben wir 2j; + 1
Zusténde |71, m1) und 273 + 1 Zusténde |ja, m2), sodass wir auf

Niji g, = (251 +1)(2j2 + 1) (16)

Quantenzustinde insgesamt kommen.
Andererseits gibt es
J1+72 ~
Ni= Y 2+ (17)
J=lj1—jal

Um diese Summe zu berechnen, benutzen wir folgende Formeln

N N
. N(N+1)
Zl_N+1, Z]—#. (18)
7=0 7=0
Wir bekommen
Nj = (2j1 + 1)(2j2 + 1) = Nj17j27 (19>

wie es natiirlich sein muss.
Als konkretes Beispiel betrachten wir zwei Teilchen mit dem Spin 1/2 und berechnen
die Zustdnde mit definiten Werten des Gesamtspins S = S; 4+ S3. Es folgt aus obiger

2Unter der Annahme Jj1 > ja.



Diskussion, dass es zwei Werte von s gibt und zwar s = 0, 1. Der Zustand mit s = 1,s, =
41 ist sehr einfach zu konstruieren; wir finden

11,41;1/2,1/2) = [1/2, +£1/2:1/2, +1/2). (20)

Fiir s, = 0, gibt zwei Zustéinde mit s = 1 und s = 0. Der s = 1,5, = 0 Zustand folgt
aus Gl. (12) und der s = 0, s, = 0 Zustand aus Gl. (14). Explizit ergibt sich

11,0:1/2,1/2) = —= (11/2,-1/21/2,1/2) + [1/2,1/2:1/2, ~1/2))
V2 1)
0,0:1/2,1/2) = —= (11/2, -1/, 1/2,1/2) — [1/2,1/2:1/2,-1/2)).

V2

Wir haben vier Zustidnde konstruiert und durch “entkoppelte” Zusténde ausgedriickt.
Wir koénnen auch umgekehrt vorgehen, z.B.

1
Nz (|170; 1/2a 1/2> + |Oa0; 1/27 1/2>) )
v2 (22)

1
5 (11,0:1/2,1/2) = [0,0:1/2,1/2)).

Ganz allgemein kénnen wir die Vektoren in einer vollstdndigen Basis durch Vektoren
in einer anderen vollsténdigen Basis ausdriicken. Im gegebenen Fall konnen wir schreiben

11/2,-1/2;1/2,1/2) =

11/2,1/2;1/2,-1/2) =

omidge) = D Coninmy 71,15 G2, ma). (23)
m1,ma
Die Konstanten C?™ nennt man die Clebsch-Gordan-Koeffizienten. Diese Kon-

Ji,mi;j2,me
stanten wahlt man so, dass sie reell sind. Es ist klar, dass die Clebsch-Gordan-Koeffizienten

folgende Bedingung erfiillen miissen
jm

Ji,m1,j2,m2 ~ 5m:ml+m2' (24)

Weil die Zusténde |1, m1; j2, ma) orthonormal sind, bekommen wir eine andere “De-
finition” von Clebsch-Gordan-Koeffizienten

C]]'T?ml;jg,mg — <j17m1;j2)m2‘j7m;jl)j2>- (25)
Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten sind reell; d.h.
0‘721”,17'11;‘7'277712 - <jlam1;j27m2|jam;j17j2> — <jam;j17j2|j1,ml;j27m2>- (26)

Wir konnen jetzt Gl. (26) verwenden, um zu schreiben

g1, mas oy ma) = Y (G magu Galjr mas g, ma) |joms i, ja) = > CLT i mi i, o).



Die Orthogonalitét der |7, m; j1, j2)-Zustande ergibt bestimmte “Summenregeln” fiir
Clebsch-Gordan-Koeffizienten. In der Tat gilt

(4, m"jl,j2|j,m'j1,j2> = 0j10m'm

:ZZ cim (31, m}; g2, mb|j1, m1; g2, ma)
]1m17J2m2 J1m17J2m2 J15 105 2, 2|1, 15 J2, T2

ml,m2 mi,m2 (28)
= ]m 5 — CJ 'm/ C]m
Z Z 1m1,]2m2 J1m1J2m2 mamy m2m2 Z Jjimijame ™~ jima;jamse’
ml,m2 mi,m2 mi,ma
D.h. also
g'm’ jm .
Z lemld2m2 CJlml ;J2ma 51/3 5m/m- (29)
mi,m2

Wir kénnen auch die Orthogonalitit der Zustédnde |j1,m1; j2, m2) benutzen, um

o (30)

0 cim
ml’ml m2m2 Z jl’mla]27m2 ]11m17]27m2

zu erhalten.
Zusétzlich zu den Clebsch-Gordan-Koeffizienten benutzt man auch die sogenannten
Wigner- oder 3j-Symbole

jm _ (_1\=Jitietm /o jl j2 ]
Cj17m17j2,m2 o ( 1) o 27+1 ( mip M2 —m ) . (31)

Mit der Einfithrung der Wigner-Symbole versucht man explizit zu machen, dass die
Indizes j, j1, j2 und m1, ms und m dhnliche Rollen spielen. Z.B. ist der j-Wert begrenzt
auf

lj1 = Jol <3 <|j1 + jal- (32)
Angenommen dass j; > jo. Dann folgt aus obiger Gleichung, dass

J—=J2 <j1<j+jo (33)

also genau die gleiche Bedingung. Die symmetrische Natur der Wigner-Symbole ist ma-
nifest in dieser Formel

0, 0) Z Z Z < | T{; > |J1ma)|jama)|jsms), (34)

mi1=—j1 me=—7j2 m3=—j3

welche die Entwicklung des |j = 0,m, = 0)-Zustands in |j;_smq_3)-Zustéinden be-
schreibt.
Die Wigner-Symbole besitzen folgende Eigenschaften:

1. Permutation von zwei Spalten ergibt einen Vorfaktor
mi M2 M3 mz mi M3

— (_1)j1+j2+j3 < jioJs o Je ) )

mip m3z Mo

5



2. Falls wir die Vorzeichen aller Projektionen &ndern, bekommen wir den gleichen
Vorfaktor wie in Gl. (35)

( a2 B )Z(_l)j1+j2+j3< g2 3 ) (36)

—mip —m2 —m3 mp M2 M3

3. Orthogonalitét:

. . . . . y
. JuoJ2J JuoJ2J S ,
Z<2]+1)<m1 mo m><m1 ma m’>_5”6mm7

mi,m2 (37)
, JioJ2 7 JioJ2 J

2(2] +1) ( mi; Mg m ) ( m/1 m/2 m ) - 6m/1m15m'2m2'

j?m



