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Aufgabe 15: Spinprazession im Magnetfeld (20 Punkte)

a) Ein Teilchen mit Spin 1/2 und dem magnetischen Moment g = .S befinde sich
in einem zeitlich konstanten Magnetfeld B mit B = —%w. Die Kets [1) und |})
beschreiben Zusténde des Teilchens mit Spin +h/2 bzw. —h/2 in z-Richtung. Der
Hamiltonoperator in der Basis {|1),|})} ist also

H=—-p B=w-S

mit S = ga, wobei o = (01, 09,03) die Pauli-Matrizen aus Aufgabe 6 sind. Zeigen

Sie, dass
hZ
H2 = sz 1

mit w = |w]| ist. (2 Punkte)
b) Bringen Sie den Zeitentwicklungsoperator U(t,0) = exp[—iHt/h] in die Form

t t
Ul(t,0) :acos%—bsin% ,

und bestimmen Sie die 2 x 2-Matrizen a und b. (2 Punkte)

¢) Zur Zeit t = 0 befinde sich das System im Zustand [(0)) = [1). Pp(t) sei die
Wahrscheinlichkeit dafiir, bei einer Messung der z-Komponente des Spins zur Zeit ¢
das Ergebnis +//2 (‘up’) zu erhalten. Zeigen Sie, dass

w2 twr o wt
Sin. —
2

Pu(t) =1—

w?

(2 Punkte)



d)

Betrachten Sie nun (fiir |n| = 1) einen beliebigen Vektor a € R? und definieren Sie
a, = a — (n-a)n. Verifizieren Sie, dass n, a; und n x a zueinander orthogonal
sind. Berechnen Sie |a |*> und |n x a|?. Betrachten Sie nun den Vektor a’, der durch
Rotation von a um die Achse n mit Winkel ¢ hervorgeht. Bestétigen Sie durch eine
Zeichnung, dass a’ gegeben ist durch

a=(ann+ajcosp+nxasing
Berechnen Sie den durch
b-o= e_i¢”'”/2(a-0')ei¢""’/2

definierten Vektor b mit Hilfe von von Gl. (7) und Gl. (8) aus Aufgabe 6:

(c-o)d-o)=(c-d)l+ilcxd) o |, (1)
wobel ¢c- o = 2?21 ¢;o; ist, und

e o2 = cosg +i(n-o)sing . (2)

Wie héngt b mit a’ zusammen? (5 Punkte)

Wie verhilt sich der Erwartungswert (1(¢)|S|¢(t)) des Spinoperators S als Funktion
der Zeit? Begriinden Sie Thre Aussage.

Hinweis: Verwenden Sie Thr Ergebnis aus Teilaufgabe (d) um zu zeigen, dass
VP R0 — [ Re(6)]ijo;

ist, wobei Rj(¢) eine 3 x 3-Matrix ist, die eine Drehung um den Winkel ¢ beziiglich
der Achse 7u beschreibt. (3 Punkte)

Berechnen Sie den Zeitentwicklungsoperator U(t,0) fiir den Fall eines mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit {2 um die Achse €2 rotierenden Magnetfeldes:

B(t) = Ra(Q) B

p und H sind dabei wie in Teilaufgabe (a).

Hinweis: Héngt H von t ab, so ist U(t,0) nicht gleich exp|—iHt/h|. Losen Sie die
zeitabhéngige Schrodingergleichung mittels geeigneter Substitution. (6 Punkte)



