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Aufgabe 15: Spinpräzession im Magnetfeld (20 Punkte)

a) Ein Teilchen mit Spin 1/2 und dem magnetischen Moment µ = γS befinde sich
in einem zeitlich konstanten Magnetfeld B mit B = − 1

γ
ω. Die Kets |↑〉 und |↓〉

beschreiben Zustände des Teilchens mit Spin +~/2 bzw. −~/2 in z-Richtung. Der
Hamiltonoperator in der Basis {|↑〉, |↓〉} ist also

H = −µ ·B = ω ·S

mit S = ~
2
σ, wobei σ = (σ1, σ2, σ3) die Pauli-Matrizen aus Aufgabe 6 sind. Zeigen

Sie, dass

H2 =
~2

4
ω2 1

mit ω = |ω| ist. (2 Punkte)

b) Bringen Sie den Zeitentwicklungsoperator U(t, 0) = exp[−iHt/~] in die Form

U(t, 0) = a cos
ωt

2
− b sin

ωt

2
,

und bestimmen Sie die 2× 2-Matrizen a und b. (2 Punkte)

c) Zur Zeit t = 0 befinde sich das System im Zustand |ψ(0)〉 = |↑〉. P↑↑(t) sei die
Wahrscheinlichkeit dafür, bei einer Messung der z-Komponente des Spins zur Zeit t
das Ergebnis +~/2 (‘up’) zu erhalten. Zeigen Sie, dass

P↑↑(t) = 1−
ω2
x + ω2

y

ω2
sin2 ωt

2
.

(2 Punkte)



d) Betrachten Sie nun (für |n| = 1) einen beliebigen Vektor a ∈ R3 und definieren Sie
a⊥ = a − (n ·a)n. Verifizieren Sie, dass n, a⊥ und n × a zueinander orthogonal
sind. Berechnen Sie |a⊥|2 und |n× a|2. Betrachten Sie nun den Vektor a′, der durch
Rotation von a um die Achse n mit Winkel φ hervorgeht. Bestätigen Sie durch eine
Zeichnung, dass a′ gegeben ist durch

a′ = (a ·n)n+ a⊥ cosφ+ n× a sinφ .

Berechnen Sie den durch

b ·σ = e−iφn ·σ/2(a ·σ)eiφn ·σ/2

definierten Vektor b mit Hilfe von von Gl. (7) und Gl. (8) aus Aufgabe 6:

(c ·σ)(d ·σ) = (c ·d)1+ i(c× d) ·σ , (1)

wobei c ·σ ≡
∑3

i=1 ciσi ist, und

eiφn ·σ/2 = 1 cos φ
2

+ i(n ·σ) sin φ
2

. (2)

Wie hängt b mit a′ zusammen? (5 Punkte)

e) Wie verhält sich der Erwartungswert 〈ψ(t)|S|ψ(t)〉 des Spinoperators S als Funktion
der Zeit? Begründen Sie Ihre Aussage.

Hinweis: Verwenden Sie Ihr Ergebnis aus Teilaufgabe (d) um zu zeigen, dass

eiφ(n̂ ·σ)/2σie−iφ(n̂ ·σ)/2 = [Rn̂(φ)]ijσj

ist, wobei Rn̂(φ) eine 3 × 3-Matrix ist, die eine Drehung um den Winkel φ bezüglich
der Achse n̂ beschreibt. (3 Punkte)

f) Berechnen Sie den Zeitentwicklungsoperator U(t, 0) für den Fall eines mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit Ω um die Achse Ω̂ rotierenden Magnetfeldes:

B(t) = RΩ̂(Ωt)B0 .

µ und H sind dabei wie in Teilaufgabe (a).

Hinweis: Hängt H von t ab, so ist U(t, 0) nicht gleich exp[−iHt/~]. Lösen Sie die
zeitabhängige Schrödingergleichung mittels geeigneter Substitution. (6 Punkte)


