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Aufgabe 1: Schwingungen auf einer Kreisbahn 7 Punkte

In dieser Aufgabe betrachten wir das in Abbil-

dung |1 gezeigte System. Ein Teilchen der Masse

m und elektrischer Ladung ¢ kann sich frei auf

der Kreisbahn mit Radius r bewegen. Es wird >

durch eine nach unten wirkende Schwerkraft mg f
beeinflusst. Zudem ist am untersten Punkt der

Bahn ein Teilchen (ebenfalls mit Ladung ¢) fixiert,

das das andere Teilchen durch die Coulomb-Kraft

abstoft. Wir wihlen die Einheiten so, dass das Abbildung 1
Coulomb-Potential zwischen zwei Teilchen mit Ladung ¢ und Abstand d durch
q?/d gegeben ist.

(a)

Zeigen Sie, dass die Lagrange Funktion fiir das bewegliche Teilchen durch
2

_ 1,202 _ q
L = 5mr=6° 4 mgr cos(0) Srsin(0/2) (1.1)

gegeben ist.

Es wird angenommen, dass K = 87527,2 < 1, sodass ein Gleichgewichtszustand
des beweglichen Teilchens, bei einem Winkel 6 zwischen § = 0 und 0 = 7,
besteht. Finden Sie diesen Gleichgewichtswinkel und driicken Sie ihn durch

r, g, m und ¢q aus.
Wahlen Sie eine neue Koordinate £ = 6 — 6, und zeigen Sie, dass die
Lagrangefunktion in der Nédhe des Gleichgewichtswinkel 6, als

a: b
L=2¢- ¢, (1.2)

gendhert werden kann. Bestimmen Sie a und b.

Wie kann die neue Koordinate ¢ alternativ gewahlt werden, damit die
Néherung der Lagrangefunktion durch

_@'2_2/2
=T g (1.3

gegeben ist?
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(e) Die Bewegung besteht aus kleinen Schwingungen um die Gleichgewichtslage.
Schreiben Sie die Bewegungsgleichung unter Verwendung der genéherten

Lagrangefunktion in Gleichung (1.2)) oder Gleichung (1.3)) und bestimmen
Sie die Kreisfrequenz w dieser Schwingungen.

Aufgabe 2: Erzwungene Schwingungen 3 Punkte

In dieser Aufgabe betrachten wir die Auswirkungen einer externen Kraft auf einen
harmonischen Oszillator. Dies bezeichnet man als erzwungene Schwingung.

(a) Erzwungene Schwingungen losen die Gleichung

i+ Wit = % (2.1)

Wie in der Vorlesung gezeigt wurde, ist die spezielle Losung

z,(t) = /ttM sin(w(t — 7))dr, (2.2)

mw

wobei ?y eine beliebige Konstante ist. Das bedeutet, dass die allgemeine
Losung durch

x(t) = Asin(wt + ¢) + x,(t), (2.3)

gegeben ist, wobei A und ¢ freie Parameter sind. Priifen Sie die Giiltigkeit
dieser Losung, indem Sie Gleichung (12.3) in Gleichung (2.1]) einsetzen.

(b) Ein héufig auftretender Fall ist eine harmonische Kraft F(t) = Fj sin(Qt),
wobei sich €2 im Allgemeinen von der Eigenfrequenz w unterscheidet. Leiten
Sie fiir diese harmonische Kraft den generellen Ausdruck fir z(¢) her. Sie
konnen to = 0 annehmen.

Aufgabe 3: Gediampfte Schwingungen 4 Punkte

In dieser Aufgabe betrachten wir geddmpfte Schwingungen in einer Dimension.
Gedampfte Schwingungen ergeben sich durch die Einwirkung einer Kraft

F=—kx—px.
Die Bewegungsgleichung ist dann gegeben als

i4 i +wir =0, (3.1)

(a) Driicken Sie v und wy fiir ein Teilchen der Masse m in Abhéngigkeit von k,
1 und m aus.
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(b) Wenn v < 2w, nennt man die Schwingung “schwach gedampft”. Uberpriifen
Sie, dass in diesem Fall die Bewegungsgleichung durch

z = z0e” "% cos(wyt) (3.2)

gelost wird, wobei
wg = y/wg —2/4. (3.3)

(c) Was ist das Verhéltnis der Amplituden von zwei aufeinanderfolgenden Schwin-
gungen eines schwach geddmpften Oszillators zur gleichen Seite hin?

(d) Wenn Reibung in Betracht gezogen wird, ist die Energie des Teilchens nicht
erhalten. Was ist die Energie von einem schwach geddmpften Oszillator als
Funktion der Zeit? (Nehmen Sie an, dass v < wy.)
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