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Aufgabe 1: Dreidimensionaler harmonischer Oszillator 10 Punkte

Betrachten Sie zwei Teilchen der Masse m; und msy, welche iiber einem sphérischen
Oszillatorpotential U(7, 75) = a(r} — 75)? miteinander wechselwirken.

(a) Zeigen Sie, dass die Bewegung der zwei Teilchen durch die Bewegung eines
freien Teilchens der Masse m sowie eines Teilchens der Masse u in einem
Zentralpotential U(7) = U(r) beschrieben werden kann. Bestimmen Sie m
und .

(b) In der in der vorherigen Teilaufgabe gezeigten Aufteilung der Bewegung
ist die Bewegung des freien Teilchens nicht interessant und wird hier nicht
weiter diskutiert. Argumentieren Sie, dass die Bewegung des Teilchens im
Potential U(r) in einer Ebene stattfindet, sodass die Teilchenbahn durch die
Polarkoordinaten r und ¢ beschrieben werden kann. Zeigen Sie ausserdem,
dass die Energie des Teilchens geschrieben werden kann als

E= g‘2+Ueff(7~). (1.1)

Bestimmen und skizzieren Sie Ueg (7).

(¢) Finden Sie das Minimum U min des effektiven Potentials und bestimmen
Sie die Wendepunkte r4 und rp in der Annahme, dass das Teilchen eine
Energie E > Ueg min hat.

(d) Fiir die Geschwindigkeit des Teilchens ldsst sich der Ausdruck

dr . dr M
r = — = —
dgogo dy ur?

schreiben, wobei M der Betrag des Drehimpulses ist. Zeigen Sie damit, dass
fiir eine geeignete Wahl der Integrationskonstanten

(1.2)

X e
2
¢ = —arccos | —A——— (1.3)
2 E2 _ 2aM?

nw
gilt. Hinweis: verwenden Sie das Integral

dz -1 ( b+ 2az )
= arccos | ————-— | ,
vazz+bz+c V—a Vb? — 4ac

und die Variablensubstitution z = 1/r?.

(1.4)
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(e) Berechnen Sie die Winkelverschiebung A, die sich ergibt, wenn das Teilchen
von r = r4 nach r = rg pendelt. Bestimmen Sie daraus, ob die Bahn offen
oder geschlossen ist.

(f) Invertieren Sie das Resultat in Gleichung (1.3) um die Bahn r(y) zu bestim-
men. Welchem Wert von ¢ entspricht der minimale Radius r = r4?

(g) Zeigen Sie, dass die kartesischen Koordinaten x und y des Teilchens der
Gleichung einer Ellipse,
2?2y

geniigen.

(h) Fertigen Sie eine Skizze der Bahn des Teilchens in der (x,y)-Ebene an und
zeichnen Sie 74 und rp sowie ein beliebiger Wert () mit zugehorigem ¢
ein.

Aufgabe 2: Prizession des Perihels 10 Punkte

Eine der Vorhersagen von Einsteins Allgemeiner Relativitétstheorie ist, dass Plane-
tenbahnen kein Ellipsen sind. Stattdessen dreht sich ihr Perihel (der Bahnpunkt
mit dem geringsten Abstand zur Sonne) langsam um die Sonne. Die korrekte Vor-
hersage dieses Effekts in der Merkurbahn, war der erste Triumph der Allgemeinen
Relativitiatstheorie und etablierte sie als Nachfolger der Newtonschen Gravitations-
theorie. Der Effekt der relativistischen Korrekturen kann durch einen zusétzlichen
Term im Gravitationspotenzial proportional zu r~2 modelliert werden. Das ganze
Potenzial ist dann durch

EC
Ur)=—-——-—+— 2.1
7)==+ (21)
gegeben, wobei k dieselbe Konstante wie in der Newtonschen Gravitationtheorie
ist und C' die relativistische Korrektur parametrisiert.

(a) Geben Sie die Lagrangefunktion fiir ein Objekt mit Masse m in diesem drei-
dimensionalen Potenzial an. Welche Erhaltungsgrofien gibt es? Erkldren Sie
warum dadurch die Bewegung in einer zweidimensionalen Ebene stattfindet
und natiirlicherweise durch Polarkoordinaten r und ¢ beschrieben wird.

(b) Fiir ein Objekt in einem Zentralpotenzial, kann ¢ durch r ausgedriickt
werden als

dr
_ , 2.2
14 / omE 2mU (r) 1 ( )

wobei M die GréBle des Drehimpulsvektors ist, und E die Energie ist. Zeigen
Sie, dass die Bahn durch

p(1—¢€)

Nt ecos(ayp)’ 23)

r
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gegeben ist, wobei p, € und a von E, M, m, k und C' abhéngen. Die Formel
fiir o ist

2mC
M2

a=1/1+ (2.4)

Was sind die Formeln fiir p und €?
Hinweis: folgen Sie den gleichen Schritten wie in der Herleitung der Kepler-
bahnen in der Vorlesung und benutzen Sie das Integral

dz -1 ( b+ 2az )
= arccos | ————-— | ,
vazz+bz+c V—a V0% — 4ac

und die Variablensubstitution z = 1/r.

(2.5)

(c) Skizzieren Sie die Bahn fiir Werte von « nahe eins. Deuten Sie «, p und €
auf der Skizze an. Was ist der wesentliche Unterschied zwischen den Féllen
a=1und a # 17

(d) Nehmen Sie an, dass C' viel kleiner als alle anderen Gréflen des Problems
ist. Leiten Sie die Geschwindigkeit der Periheldrehung, d.h. die Anderung
der Position des Winkels des Perihels nach jedem Bahnumlauf,

C
5 ~ —2#% (2.6)
her.
(e) Einsteins’ Theorie sagt vorher, dass
G2 2
C=-3 % , (2.7)

wobei GG die Newtonsche Konstante, mg die Masse der Sonne und c die Licht-
geschwindigkeit ist. Schreiben Sie die Geschwindigkeit der Periheldrehung
um bis die Form

67TGm®
0p 8 ———— . 2.8
Hinweis: Hier diirfen Sie die Newtonschen Formeln benutzen:
Gmmg 2EM?
k= = — ~A/l 4+ —. 2.
Gm me p 2F ’ € + mk2 ( 9)

(f) Der beobachtete Wert der Geschwindigkeit der Periheldrehung des Merkurs
ist 5600 Bogensekunden pro Jahrhundert (eine Bogensekunde ist 1/3600
Grad), aber die groBten Beitrdge kommen aus Gravitationseffekten der
anderen Planeten, welche auch durch die Newtonsche Gravitationstheorie
beschrieben werden. Wie grof} ist der relativistische Beitrag an der Ge-
schwindigkeit der Periheldrehung des Merkurs?

Hinweis: Fiir den Planeten Merkur gilt: ¢ = 0.206, p = 57.9 x 10°m,
Bahnperiode 7 = 88.0 Tagen (am Erde), und m = 3.30 x 10*3kg. Zusitzlich

me = 1.99 x 103%g, G = 6.67 x 107! m32 und ¢ = 3.00 x 1082,
O] kg-s S
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Losung der Aufgabe

(a) Wir fithren zwei neue Vektoren ein fiir den Schwerpunkt und den relativen
Abstand der Teilchen:

miT1 + Moy

ﬁ:

=
I

3L
|

!

m1+m2

Die Lagrangefunktion ergibt damit:

L:%ﬁug#—(](f‘)

mit m = my +my und p = 22 und U(7) = ar?.

(b) Da U ein Zentralpotential ist, findet die Bewegung in einer Ebene statt. Wir
fithren Polarkoordinaten ein und driicken ¢ durch den Drehimpuls aus:

M

= (1.6)

2
Das effektive Potenzial ergibt sich damit zu

M2
+ ar?.

Uetr <T> = 2/Ma2

dUeg

(c) Aus der Bedingung <

' 20 ergibt sich:

Uett (Trmin) = M\/\/EQ_& (1.7)

Die Wendepunkte sind durch die Bedingung F = Uer(r) gegeben:

E+ . /E2 _ 20M
- (1.8)

2«

TA,B =

(d) Wir setzen die angegebene Formel im Ausdruck der Energie ein und lésen
nach 3—; auf:
dr  \2ur?
do M
Die bestimmung des Streuwinkels erfolgt dann ganz analog der Rechnung in
der Vorlesung:

E — Ueff(r).

M?2
M d 1 P
o = / L = —arccos | —2—— | . (1.9)
V21 ) 12\/E — Usg(r) 2 F2 _ 20M?
n
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(e) Wir setzen den Ausdruck fiir r4 bzw. rp in die obige Formel ein. Die
Winkelverschiebung ergibt sich dann zu

Ap = ¢(rg) — ¢(ra) = %(arccos(—l) — arccos(1)) = g, (1.10)

und die Bahn ist geschlossen.

(f) Das invertieren ergibt

() M 1 c 1
(p = =
VB 5
a \/1 +4/1— 2/%‘42 cos(2¢p) L+ ecos(2p)

Es gilt p(ra) = 0.

(1.11)

r

(g) Wir verwenden cos(2p) = cos?(¢) — sin*(¢) im obigen Ausdruck. In kar-
tesischen Koordinaten, © = rcos(yp), y = rsin(p), ergibt sich dann die
Gleichung einer Ellipse:

I1+e 5, 1—e

2 7 +——Er—y2::1 (1.12)

(h) Die Skizze zeigt eine Ellipse, welche in den zwei Kreisen mit r = r4 und
r = rp eingeschlossen ist und wihrend eines Durchlaufes beide Kreise
zweimal beriihrt.

Abbildung 1: 7(¢)

Losung der Aufgabe

(a) Die Lagrangefunktion ist
L=-mr?+=——=. (2.10)

E und M sind erhalten. Siehe Skript fiir Argument 2d Bewegung.
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(b)

Das Integral ergibt (mit Hilfe der Hinweis z = 1/r)

1 M? +2mC)/r — mk
(p = ————— arccos (M +2mC)/r = m . (2.11)

1 4 2m¢ \ (mk)? + 2mE (M? + 2mC)

Invertieren ergibt

p(1—¢€)

Ty ecos(ayp)’

(2.12)

mi

1t
2mC \/ QOEM?2 AEC —k
— /14 2 — /1 S 2.13
=\t ae f T T PTaom (2.13)

Die Skizze zeigt eine langsam rotierende Ellipse. Fiir o = 1 gibt es keine
Prézession.

Der Planet befindet sich am Perihel fiir r(¢) = r4 = ryim. Und 7 = ryy, fiir
cos(ayp) = 1, also ayp = 2km mit Ganzzahligen k. Zwischen zwei Perihel
nimmt die Winkel des Planets mit Ay zu, sodass aAp = 2. Die Anderung
der Position des Winkels des Perihels nach jedem Bahnumlauf d¢ ist durch
Ap = 271 + dp definiert. Also die Geschwindigkeit der Periheldrehung, d.h.
die Anderung der Position des Winkels des Perihels nach jedem Bahnumlauf,
ist
mC'

2 C
5302Ag0—27r=§—27r%27r<1—%>—27T:—2WW (2.14)

Die Geschwindigkeit der Periheldrehung kann durch einfache Substitutionen
von C, M und E als

67TGm®

op ~ m (2.15)
geschrieben werden.
Die numerische Wert ist
§p =5x 107" pro Umlauf (2.16)
also
iy Pt o

Das ist nur 0.8% von das Total!
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