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Aufgabe 1: Ahnlichkeitstransformation 6 Punkte

Betrachten Sie ein Teilchen mit Masse m und Position 7 = (rq,7s,73), dessen
Bewegung durch die Lagrange’sche Funktion L = %mf 2 — U(7) beschrieben wird.

(a) Essei UAT) = A"2U(F). Finden Sie eine infinitesimale Transformation
von sowohl 7; als auch ¢ der Form

t'=t+eX({r;},t), r=ri+e¥,({r;},1t), (1.1)

welche die Wirkung (aber nicht die Lagrange’sche Funktion) invariant l4sst.
Bestimmen Sie die damit verbundene Erhaltungsgrofie

p -7 —2Et = const . (1.2)

(b) Esseinun U(7) = —k/r?, mit k > 0. Bestiitigen Sie das dies einen Spezialfall
von Frage (a) darstellt, sodass also Gleichung gilt. Argumentieren Sie,
dass der Drehimpuls M =7 x p ebenfalls erhalten ist. Zeigen Sie, dass die
dritte Erhaltungsgrofle, die Energie, deswegen geschrieben werden kann als

2
Ll Mk (1.3)

(c) Alle diese Erhaltungsgrofien sind niitzlich, um die Bahnkurve relativ einfach
zu bestimmen ohne Differenzialgleichungen zu 16sen. Kombinieren Sie
Gleichungen ((1.2)) und ([1.3) um die radiale Bewegungsbahn herzuleiten,

(1.4)

t) \/(QEt + const)? + M2 — 2mk
r(t) = :
2mE

Hinweis: Zeigen Sie, dass p'- 77 = mrr.
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Aufgabe 2: Noether-Theorem Verallgemeinerung 3 Punkte

In der Vorlesung wurde ein allgemeiner Ausdruck fiir Erhaltungsgréfien hergeleitet,
der aus der Invarianz der Wirkung unter infinitesimalen Transformation

G =q+eVi(qt), t'=t+eX(qt) (2.1)

mit ¢ = {¢;} folgt. Hier betrachten wir nun den Fall, in dem sich die Lagrange’sche
Funktion unter diese Transformation mit einer totalen Zeitableitung &ndert:

df (¢, 1)

L(q,dq/dt,t) = L(¢',dq /dt' ;1) + € e

(2.2)

wobei f eine Funktion der Koordinaten und der Zeit ist.

(a) Argumentieren Sie, dass der zusétzliche Term edf(q,t")/dt’ die Euler-
Lagrange Gleichungen nicht dndern.

(b) Zeigen Sie, dass die Erhaltungsgrofie in diesem Fall gegeben ist durch

oL
I= a_q(\lli_XQi)+LX+f(q7t)‘ (2.3)

Hinweis: folgen Sie den gleichen Schritten wie in der Vorlesung.

Aufgabe 3: Galileitransformationen 4 Punkte

Betrachten wir eine (infinitesimale) Galilei-Transformation ¢; — ¢; + ew;t.

(a) Was ist die physikalische Interpretation dieser Transformation und was
stellen die w; dar?

(b) Leiten Sie eine Formel fiir die Erhaltungsgrofie I eines freies Teilchen mit Mas-
se m her, die aus der Invarianz der Wirkung unter Galilei-Transformationen
folgt. Hinweis: bestimmen Sie ¥;, X und f in Gleichung ([2.3)).

(c) Zeigen Sie, dass dieses die Invarianz von

Xi = mq; — pit, (3.1)

fir i € {1,2,3} impliziert (p; = m¢; bezeichnet den Impuls).

(d) Ein freies Teilchen erhélt die Energie (eine Gleichung), den Impuls (drei Glei-
chungen) und den Drehimpuls (drei Gleichungen). Zusétzlich sind die drei
Groflen in GI. erhalten. Insgesamt gibt es deshalb zehn Bewegungsinte-
grale, welche die Physik charakterisieren. Allerdings ist die Bewegung eines
Teilchens in drei Dimensionen komplett festgelegt durch sechs Bedingungen
(z.B. die Position und Geschwindigkeit bei ¢ = 0). Warum ist das System
durch die zehn Bewegungsintegrale nicht iiberbestimmt?
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Aufgabe 4: Harmonischer Oszillator

Die Bewegung des eindimensionalen harmonischen Oszillators mit Masse m und
Kreisfrequenz w wird durch die folgende Lagrangefunktion beschrieben:

L= %j:Q - %w%ﬁ. (4.1)

(a) Zeigen Sie dass die Transformation, welche durch
t'=t, 2'=ux+e€cos(wt), (4.2)
gegeben ist, die Lagrangefunktion bis auf der totalen Zeitableitung einer

Funktion f(z,t) invariant lésst.

(b) Bestimmen Sie die zu dieser Transformation gehorige Erhaltungsgroe I mit
Hilfe von Gleichung ([2.3).

(¢) Die allgemeine Losung der Euler-Lagrange Differentialgleichung ist
z(t) = Asin(wt) + B cos(wt). (4.3)

Verifizieren Sie damit, dass [ tatséchlich erhalten ist. Bestimmen Sie die
Koeffizienten A und B in Abhéngigkeit der Erhaltungsgrosse I und der
Energie F.

(d) Wir wollen nun die Losung z(t) algebraisch berechnen. Nutzen Sie dazu die
Kenntnis der Erhaltungsgrossen E und I als Funktionen von z(t) und 2(t)
und bestimmen Sie z(t) in Abhéngigkeit von E und I. Verifizieren Sie, dass
Sie damit die gleiche Losung wie in der vorherigen Teilaufgabe erhalten.
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