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Aufgabe 1: Sphérisches Pendel

Ein sphéarisches Pendel besteht aus einer masselosen Stan-
ge der Lange r, welche an einer Seite an einem festen

Punkt angebracht ist, und an der anderen Seite eine lg
Masse m befestigt hat. Das Pendel kann sich unter der r

Einwirkung der Schwerkraft frei in zwei Richtungen um
den festen Aufhidngepunkt bewegen. Die Position des
Pendels lasst sich deshalb mit zwei sphérische Koordi-

naten (6, ¢) eindeutig beschreiben. |

(a)
(b)

Konstruieren Sie die Lagrange’sche Funktion des AR
Systems. ¢

Die Lagrange’sche Funktion ist nicht explizit
abhéngig von der Zeit t. Geben Sie die einfachste Wahl der X und ¥;,
sodass die Lagrange’sche Funktion unter der infinitesimalen Transformation

t/:t‘FeX({qj}vt)» qg:%‘l‘ﬁqji({%}’t)v (1'1)

wobei € < 1, invariant ist. Leiten Sie den Ausdruck der Erhaltungsgrofie

oL .
1:28% (U; — X))+ L X (1.2)

1
her und geben Sie deren physikalische Interpretation.
Die Lagrange’sche Funktion ist ausserdem unabhéingig von der Koordinate
¢. Wie lautet die entsprechende Symmetrietransformation? Leiten Sie

die entsprechende Erhaltungsgrofie aus Gleichung (1.2)) her. Was ist die
physikalische Interpretation dieser Erhaltungsgrofie?

Bestimmen Sie die Euler-Lagrange Gleichungen. Welche Gleichung fiihrt
zur Erhaltungsgrofle in Frage (c)?

Nehmen Sie an, dass 0 = 6, konstant sei. Zeigen Sie, dass das Pendel in
diesem Fall mit der konstanten Winkelfrequenz

. [
b0 = rcosfy (1.3)

um die vertikale Achse rotiert.
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Aufgabe 2: Erhaltungsgroflien in verschiedenen Potenzialen|6 Punkte

Betrachten Sie ein Teilchen mit Masse m und Position = (ry, 9, 73), dessen Bewe-
gung durch die Lagrange’sche Funktion L = %mf 2 — U(7,t) beschrieben wird. Wir
mochten verschiedene Potenziale U (7, t) betrachten, um zu tiben wie man Symme-
trietransformationen der Wirkung findet und die entsprechende Erhaltungsgrofien
bestimmt.

(a) Es sei U(r,t) = U(T" — vpt), wobei 7y ein konstanter Vektor ist. Welche
infinitesimale Transformation der Form

t'=t+eX({r;},t), ri=ri+eW;({r;},t), (2.1)

lasst die Lagrange’sche Funktion (und damit die Wirkung) invariant? Zeigen
Sie dass die zugehorige Erhaltungsgrofie durch

E(t) —p- vy = const , (2.2)
gegeben ist, wobei die Energie E(t) =T+ U = %mﬁ? + U nicht konstant ist.
(b) Es sei U(7,t) = —Fyrs, wobei Fy eine konstante Kraft ist. Da die La-

grange’sche Funktion nicht explizit von der Zeit abhingt, ist ' = ¢ + € eine
Symmetrie und damit die Energie erhalten. Finden Sie zusétzliche Arten von
Symmetrietransformationen aus Gleichung . Zeigen Sie, dass dies zur
Impulserhaltung in die r1, ro-Ebene und zur Drehimpulserhaltung um die 73-
Achse leitet. Kénnen Sie dieses Problem auf dem Potenzial U (7, t) = —Fp - 7
verallgemeinern?

(c) Essei U(r,t) =ep(r,t) — ¢ A(7,t) - 7, fiir ein Teilchen mit Ladung e. Be-
trachten Sie die Wahl deg Potentials ¢ = 0 und A= By ri é, welche einem
konstanten Magnetfeld B = By é; entspricht. Geben Sie alle Symmetrie-

transformationen der Lagrange’schen Funktion an, sowie die zugehorige
Erhaltungsgrofien in Abhéngigkeit von r; und 7.

Aufgabe 3: Gleitende Perle auf einem rotierenden Draht |4 Punkte

Das gezeigte System besteht aus einer Perle mit Masse m 'y
welche frei auf einem rotierenden, masselosen Draht glei- 4
tet. Der Draht rotiert in der (z,y)-Ebene mit konstanter
Winkelfrequenz w.

v

(a) Konstruieren Sie die Lagrange’sche Funktion fiir

dieses System. wt

(b) Berechnen Sie die Erhaltungsgrofie, die daraus > X
folgt, dass die Lagrange’sche Funktion nicht explizit zeitabhingig ist.

(¢) Beschreibt die Erhaltungsgrofie in Frage (b) die Energie der Perle? Be-
griinden Sie Thre Antwort.

(d) Finden und skizzieren Sie die Bahn r(¢) mit den Randbedingungen r(0) =
ro > 0 und 7(0) = 0.
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