Vorlesung 12: Eulerwinkel

Eine niitzliche Parametrisierung des K-Systems erhélt man durch die sogenannten
Eulerwinkel. Um diese Winkel einzufiihren, brauchen wir ein paar Definitionen.

Die Achsen des L-Systems bezeichnen wir als x,y, z, die Achsen des K-Systems als
1,22, x3. Die Nullpunkte der beiden Systeme fallen zusammen und seien am Punkt O.
Das K-System ist relativ zum L-System gedreht (sieche Abb. 1).

Abbildung 1: Konstruktion der Eulerwinkel.

Um diese Drehung zu beschreiben, nutzen wir die Erkenntnis, dass die (1, z2)-Ebene
die (z,y)-Ebene entlang einer “Knotenlinie” schneidet. Diese Linie bezeichnen wir als
ON. Die Richtung dieser Linie ist durch den Vektor €y geben; der lautet

ey = [€, x &]. (1)

Wir fiithren drei Winkel (Fulerwinkel) ein, um die Lage des K-Systems vollstindig
zu beschreiben:

e den Winkel ¢ zwischen €, und €y;
e den Winkel v zwischen €y und é7;

e den Winkel 0 zwischen €, und €3.

Um das K-System in die richtige Lage zu rotieren, starten wir mit der Situation, dass
die Achsen des K-Systems an denen des L-Systems ausgerichtet sind. Diese Situation
entspricht ¢ = ¢ = 0 = 0. Dann fangen wir an, das K-System in einer bestimmten
Reihenfolge um verschiedene Achsen zu rotieren, siche auch Abb. 2.

Wir beginnen mit der Drehung des K-Systems um die z-Achse des L-Systems um
den Winkel ¢. Fiir einen Vektor 77, im L-System sind dessen Komponenten im rotierten
K-System durch A

T = Rqﬂ? L, (2)
gegeben, wobei
cos¢p sing 0
Ry=| —sing cosg 0 |. (3)
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Abbildung 2: Die Reihenfolge der Drehungen.
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Wir drehen als nichstes um die x1-Achse um den Winkel 8 und dann um die x3-Achse
um 1. Dabei sind die Achsen der Drehungen jeweils die Achsen des K-Systems nach der
ersten bzw. zweiten Drehung. Diese Drehungen beschreiben wir mit den beiden Matrizen

R 1 0 0 R cosy sinyg 0
Rpy=1 0 «cosf sinf |, Ry=| —siny cosyp 0 |. (4)
0 —sinf cos#d 0 0 1

Das bedeutet, dass das Endergebnis der Drehung des K-Systems
i = RyRoRy 7y (5)

lautet. Sind also die Komponenten des Vektors 7 in L-System bekannt (77), ergibt die
linke Seite der Gleichung die Komponenten des Vektors 7 in K-System (7'x). Beachten
Sie, dass wir in diesem Fall das Koordinatensystem rotieren und nicht den Vektor selbst.

Als Beispiel betrachten wir den Vektor é,. Im L-System ist dieser Vektor durch
€. = (0,0,1)T gegeben. Nach Gl. (5) sieht der Vektor &, im K-System so aus

(€2)x =sinfsiny €1 + sinf cos ) € + cos b 5. (6)



Die Winkelgeschwindigkeit beschreibt infinitesimale Drehungen um bestimmte Ach-
sen. Weil unsere Winkel ¢, § und ¢ die Drehungen um €., €y und €3 entsprechen,
schreiben wir

Q = ¢, + ey + 1és. (7)
Wir wollen nun den Vektor € vollstéindig in das K-System umschreiben. Wir wissen
schon, wie €, im K-System aussieht (siche Gl. (6)) und €3 ist natiirlich im K-System
definiert. Den Vektor €y konnen wir im K-System rekonstruieren, indem wir erkennen,
dass nach der ersten Drehung €y entlang der zi-Achse liegt. Die zweite Drehung lasst
€y invariant (die Drehung ist gerade um €x) und die dritte ergibt

(En) K = cosype) — sinés. (8)
Die Winkelgeschwindigkeit in K-System ist dann
0= (9(}081/} + quianinzb) €1 + <<ﬁsin0€osw - ésini/z> €y + ((ﬁcosﬁ + w> és.  (9)

Wir konnen jetzt die Lagrangefunktion fiir die freie Bewegung des Kreisels schrei-
ben. Wir wihlen die Achsen des K-Systems als Haupttriagheitsachsen und schreiben die
kinetische Energie als

L2 LO3 1302
2 2 2

Die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit folgen aus Gl. (9). Im Falle eines symme-
trischen Kreisels Is = I} = I, erhalten wir

T = (10)

L:Tzé(92+¢28in29)+%(¢+¢c030)2. (11)

Die Lagrangefunktion L ist von @ und ¢ unabhingig; das heif3t, dass die entspre-
chenden kanonischen Impulse erhalten sind. Wir finden

I, . .
pw:g&:[g (1/)+¢c030>, p¢:I¢sin29+pwcose. (12)

Fiir den freien Kreisel ist der Drehimpuls erhalten. Wir wéhlen die z-Achse des L-
Systems entlang des Drehimpulses und erhalten folgende Gleichung im K-System

M = M(&,)k- (13)
Andererseits kénnen wir M durch € direkt im K -System schreiben
M = IQ1&, + IQ26 + I30363. (14)
Wir erhalten dann folgende Gleichung

M)k = I €1 + IQ265 + I323¢5. (15)



Wir benutzen Gl. (6), um (€,)x durch €} 23 auszudriicken und erhalten drei Glei-
chungen aus Gl. (15)

Msinfsiny = 1 (ésinGsinw—i-écosw) ,
Msin@cosd}:I(qﬁsinﬁcosw—ésinib), (16)
M cosh = I3 (écosﬁ—i—lﬂ) )

Es folgt aus Gl. (12), dass

<<bcos€+z/}) =P (17)
I3
und, wenn wir diese Gleichung in der letzten Gleichung in Gl. (16) benutzen, erhalten
wir Dy
0=—. 18
cos i (18)

Das bedeutet, dass der Winkel 6 (der Winkel zwischen dem Drehimpuls und der Sym-
metrieachse des Kreisels) wéhrend der Bewegung konstant bleibt.
Dann erhalten wir aus der ersten Gleichung von Gl. (16)

o= —. (19)

Der Winkel ¢ beschreibt die Drehung um die 2-Achse (die Richtung der Drehimpulses);
¢ ist dann die Geschwindigkeit der Prézession der Symmetrieachse des Kreisels um die
Richtung des Drehimpulses M. Letztendlich, laut Gl. (7), beschreibt

Q3 = écosﬁ—i—lﬁ (20)

die Geschwindigkeit der Drehung des Korpers um die Symmetrieachse des Kreisels;
Gl. (16) zufolge ist diese Winkelgeschwindigkeit konstant und durch

QgZMCOSQ (21)
I3

gegeben.



