Vorlesung 10: Kanonische Transformationen, Phasenraum, Satz von Liouville

Kanonische Transformationen und erzeugende Funktion: Im Hamilton-For-
malismus sind Koordinaten und Impulse unabhéngige Variablen. Deswegen entsteht die
Moglichkeit, eine Variablentransformation zu machen, die Impulse und Koordinaten
mischt. Wir werden sehen, dass diese Moglichkeit ein grofler Vorteil der Hamiltonschen
Formulierung der Mechanik ist.

Angenommen, die Koordinaten ¢ und Impulse p sind unsere urspriinglichen kano-
nischen Variablen. Wir wollen aber andere Variablen, ) und P, benutzen. Der Zusam-
menhang zwischen alten und neuen Variablen lautet

Q= Q(Qapa t)’ P = P(%p)t)' (1)

Wir nennen eine solche Transformation “kanonisch”, falls die Bewegungsgleichungen fiir
@ und P die Hamiltonsche Form haben

aQ _ oK aP_ 0K o)
dt  oP’ dt  0Q’
wobel K die neue Hamiltonfunktion ist.

Wir wollen jetzt herausfinden, wann eine Transformation kanonisch ist. Hierzu kénnen
wir die Wirkung entweder mit den alten oder mit den neuen Variablen berechnen

SA—/(pdq—Hdt), SN—/(PdQ—Kdt). (3)

Diese zwei Wirkungen miissen nicht unbedingt gleich sein, aber, weil die physikalischen
Trajektorien identisch sein sollen, muss die Variation der beiden Wirkungen simultan
Null sein. Dann muss gelten

O—5/(pdq—Hdt—PdQ+Kdt). (4)

Diese Gleichung kénnen wir erfiillen, indem der Integrand eine totale Ableitung einer
Funktion von ¢ und @ (die man erzeugende Funktion nennt) ist, also

dF(q, @, 1) =pdg— Hdt — PdQ + K dt. (5)

Nach der Integration bekommt man dann F(g(t12), Q(t1,2),t1,2) und die Variationen
dieser Funktionen verschwinden, weil dq(¢; 2) und 6Q(¢12) Null sind.
Aus Gl (5) folgt

OF(q,Q,t) 0F(q,Q,t) or(q,Q,t)
g =P —50 = P, g =K - (6)

Invarianz der Poisson-Klammern: Die Poisson-Klammern sind invariant unter
kanonischen Transformationen. D.h., fiir zwei beliebige Funktionen F} o gilt

(P, Batpg = {1, Fa}pg, (7)



wobei {...};, die Poisson-Klammern bezeichnet, die wir mit Hilfe der Ableitungen nach
den Variablen z,y berechnen. Um diese Aussage zu beweisen, fangen wir mit den ele-
mentaren Klammern an. Weil zum Beispiel

{Q Plpo=-1 (8)
gilt, muss auch
{QvP}nq =1 (9)
gelten. Um das zu iiberpriifen, schreiben wir
0Q OP 0P o0Q
P = ——— - —— 10
{Qv }p,q ap aq ap aq ( )

WEeil die Variablen (Q und P kanonisch sind, existiert eine Funktion F', deren Ableitungen
p und P ergeben

oF oF
==, P=-"". 11
P= 5 o 5q|, (11)
Wir erhalten
aj o 0’F 8£ B 0’F
dq v 0Q0OQ Jq » 0Q0q 12)
orP| _ O'F 9Q  O°F dq| _ 0°FOQ
ap |, 0Q0Q dp  0Qdq Ip|, 0Q? dp’
Wir benutzen diese Ausdriicke in Gl. (10) und erhalten
0Q [ 0°FOQ  0*F 0?’F 0Q] 0Q 0Q 0°F
(@ Pha =55 |-5559 ~ 3052 | ~ |57 52| 56 =~ 5> 505: = —1 (13)
Op 0Q? 0qg 0Q0q 0Q? Op | Jq Op 0Q0q
Der letzte Schritt folgt aus
2 2 2
] 0 0 OF 0°Fdq O0°F 0Q  0°F 0Q (14)

“op" T Op g O 0p ' 0QDg dp  9Qdq Op

Die Gleichung (13) ist das gewiinschte Ergebnis.
Wir kénnen dann den allgemeinen Fall Gl. (7) untersuchen. Wir fangen an mit

OF, 0F, OF, 0F,

{F1, Falpg = p Oq - dq op (15)
und schreiben
OF, _9R,0Q | 0, 0P
0q 0Q dq  OP 0q’ (16)

OF, _ 0,00 _ oF, 0P
dp  9Q Op  OP 9p’
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sodass

_ OB (9000 OROP) O (9,00 OB OF
(i =5 (500 o7 90) ~ 3 (9 a5 o7 o)
_OF, (0F10Q  0F 0Q +8F2 OF, 0P  O0F, 0P (17)
6@ Op Oq dq Op oP 8p aq 8q 8p
8F OF.
2{FlyQ}pq"‘ Z{Flvp}pq

Es ist niitzlich, diese Formel fiir F; = @ oder F; = P zu verwenden. Falls F} = @
ist, erhalten wir

Q. Fobna = 52Q.Qhpa + 2@ Phoa =~ 512, (18)
weil {Q,Q} =0 und {Q, P} = —1 sind. Ahnlich,
(P.Fa)pa = 5P Qb+ 5P Phya = 50 (19)
Wir benutzen die Ergebnisse in Gl. (18,19) in Gl. (17) und erhalten
(R By, = OF0F  OF, 0F; _ (R Bro. 20)

0Q dP 9P 9Q

Der harmonische Oszillator und kanonische Transformationen: Kanonische
Transformationen geben uns die Moglichkeit, ganz verschiedene Variablen zu wéhlen,
um mechanische Systemen zu beschreiben. Als Beispiel betrachten wir den harmonischen
Oszillator. Die Lagrangefunktion lautet bekannterweise

I mai?2 _ mw?z? (21)
2 2
Die Hamiltonfunktion ist dann
oL m:t2 mw?z?  p? mw?a?
=5 2 T2 om T 2 (22)
wobei wir benutzt haben, dass
oL
p=— = mi. (23)
oz
Wir fithren nun neue Variablen ein. Sie lauten
g ez + z'pel-wt7 gt = T = z'pe_iwt’ (24)
2mw 2mw

Wir kénnen dann die Poisson-Klammer der Variablen a, a’ berechnen. Wir erhalten

aalt — MWT + P ;,p TMWT — 1P it 1 il il ) — i
(aaf) = {PE I g LR i i) i) =i ()
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Falls wir
Q=a, ial = P (26)
als unsere neue Koordinate und Impuls nehmen, erhalten wir
[P,Q}=1. (27)

Die Transformation x,p — @, P muss dann kanonisch sein.
Um die neue Hamiltonfunktion zu konstruieren, brauchen wir die erzeugende Funk-
tion F'(z,Q,t). Diese Funktion hat folgende Eigenschaften

oF t oF t
_ OF@Q.D| b OF(.Q.1) o
ox 0 Q) -
Als ersten Schritt driicken wir p durch x und @) = a aus. Wir erhalten
; oF
p = imwr —ie”“'N2mwQ = ——| . (29)
oz |g
Wir integrieren diese Gleichung und erhalten
. 2 )
F= Zm;“’x e N 2mwQr + F1(Q, 1), (30)

wobei F1(Q) eine beliebige Funktion ist, die nur von @ und ¢ abhingig ist. Um diese
Funktion zu bestimmen, berechnen wir P = —0F/9Q. Wir erhalten

~ dF
P =ie "' 2mwx — din (31)

Weil P = ial ist, konnen wir P durch = und Q ausdriicken. Wir erhalten
P = iV2mwze ! — iQe 2™t (32)

Wir vergleichen Gln. (31,32) und erkennen, dass

g~ (3)
Es folgt
Fi(Q) = Lot 5
Die komplette erzeugende Funktion lautet
Fz,0Q,t) = imwax? e 2mwQ + @;emt. (35)



Wir konnen jetzt mit Hilfe dieser Funktion die neue Hamiltonfunktion berechnen.
Wir benutzen Gl. (6) und schreiben

F : 4
K=H+ (Z)t = H — we “'\2mwQz + w@Q?e 2", (36)

Wir wollen die neue Hamiltonfunktion K durch @ und P ausdriicken. Wir benutzen

P2 mw?r?  (mwx +ip)(mwz — ip)

o + 5 e waa iwPQ (37)

und

wQ?e 2 — e 2mwQr = wQ (Qe*%‘"t — et Qmwx) = wQ@P, (38)

und erhalten

K =0. (39)
Die Bewegungsgleichungen sind dann
d@ dpP
v _IK = — ={K. P'=0. 4
o {KQ =0, S ={K.P}=0 (40)

Die Losungen sind trivial; sowohl @ als auch P sind Konstanten, die wir als Qg und Py
bezeichnen.
Um die Zeitabhéngigkeit von x zu bestimmen, driicken wir & durch ¢ und P aus

und erhalten
xr = L (Qoe ™" —iPye™"). (41)
vV 2mw
Wir suchen eine reelle Losung. Deswegen schreiben wir Qg = Aw/%e_i‘z’o und —i Py =
A %ewo und erhalten

x(t) = Acos(wt + ¢p). (42)

Zeitevolution als kanonische Transformation: Interessanterweise konnen wir
die Zeitentwicklung eines mechanischen Systems als kanonische Transformation betrach-
ten. Wir betrachten die Wirkung S als eine Funktion von Anfangs- und End-Koordinaten
eines Teilchens und der Zeit, die das Teilchen braucht, um die End-Koordinaten zu er-
reichen. Wir schreiben

S = S(q(tg),q(t1>,t2,t1). (43)

Wir haben schon gesehen, dass dS im Allgemeinen als
dS =pdg— Hdt (44)

geschrieben werden kann. Das heifit, wenn wir die Anderung der Wirkung betrachten,
die durch die Verdnderung von ¢(t2), ¢(t1) und ¢; o auftritt, erhalten wir

dS = p(t2) dq(t2) — p(t1) dq(t1) — H(t2) dtz + H(t1) dts. (45)



Wir schreiben dann to = 7 +t, ¢ = t und halten 7 fest. Dann ist dis = dt und dt; = dt.
Die Variation der Wirkung lautet dann

45 = plta) da(t=) — pltr) da(t) — (H (1) — H (1)) (16)
Das heif3t
P = o b =g H() - H() =5 D)

Daraus folgt, dass wir die Wirkung S als die erzeugende Funktion einer kanonischen
Transformation betrachten kénnen. Diese “Transformation” driickt die Koordinaten und
Impulsen zum Zeitpunkt ¢t + 7 durch die Koordinaten und Impulse zum Zeitpunkt ¢ aus

p(t),q(t) = p(t +7),q(t + 7). (48)

Dementsprechend kann man die die Zeitevolution eines mechanisches System als eine
Reihe von kanonischen Transformationen interpretieren.

Der Phasenraum: Wir betrachten ein mechanisches System mit n Freiheitsgraden.
Falls wir den Hamilton-Formalismus zur Beschreibung des Systems verwenden, beschrei-
ben wir den Zustand des Systems zu jedem Zeitpunkt durch die Werte von n Koor-
dinaten und n Impulsen. Wir kénnen dann einen Vektor (qi1,q2,.-.,qn,P1,02,---,Pn)
einfithren, um den Zustand des Systems zu beschreiben. Dieser Vektor ist Element eines
2n-dimensionalen Raumes, den wir als Phasenraum bezeichnen. Die Zeitentwicklung des
System erzeugt eine Kurve in dem Phasenraum.

Wir diskutieren einige Beispiele. Im Fall einer freien Bewegung eines Teilchens mit
der Masse m gilt

p
q=—t+q. (49)
m

Dies ist eine Gerade im Phasenraum.
Im Fall des harmonischen Oszillators gilt

q = Acos(wt + ¢), p = —wAmsin(wt + ¢). (50)

Damit erhalten wir

ROk
A2 A2m2u?
Die entsprechende Kurve im Phasenraum ist eine Ellipse.
Wir kénnen im Phasenraum verschiedene Volumen berechnen, z.B. fiir einen zwei-
dimensionalen Phasenraum berechnen wir

=1. (51)

V= /dp dg, (52)
S

wobei S das Integrationsgebiet definiert.



Was passiert mit dem Volumen, falls wir eine kanonische Transformation (p,q) —
(P, Q) machen? Dann erhalten wir

- [ 223

S

dP dQ. (53)

Die Jacobi-Determinante der Transformation ist fiir kanonische Transformationen trivial

o(p, q) o5 o Op ¢  Op 9q
- =~ 3P0 909P ={P,Q} =1 4
(P, Q) det o5 45| 9POQ  0QoP {p,atrq =1{P,Q} (54)

Es folgt, dass Phasenraumvolumen invariant unter kanonischen Transformationen sind

V:/dpdq:/deQ. (55)
S S’
Satz von Liouville: Wir betrachten ein mechanisches System. Die Zusténde des

Systems zur Zeit ¢ bilden ein Gebiet S im Phasenraum. Das Volumen des Systems ist
dann

Vit) = / dpdg. (56)
S

Der Satz von Liouville besagt nun, dass das Volumen des Systems invariant unter Zei-
tevolution bleibt

V(t2) = V(t1). (57)
Diese Aussage folgt aus

e der Invarianz der Phasenraumvolumen unter kanonische Transformationen und

e der Moglichkeit, die Zeitevolution mechanischer Systemen als eine kanonische Trans-
formation zu beschreiben.



