Vorlesung 6: Kleine Schwingungen in einer Dimension
1. Freie Schwingungen: Eine sehr wichtige Art von Bewegung sind kleine Schwin-
gungen. Der Grund dafiir ist, dass kleine Schwingungen in der Néhe von Gleichgewichten
auftreten und viele physikalische Systeme sich nicht weit auflerhalb des Gleichgewichts
befinden. Es ist auch sehr wichtig, dass kleine Schwingungen eine universelle Art von
Bewegung darstellen. Um das zu zeigen, betrachten wir eine allgemeine Lagrangefunktion
ma:?
L=———U(x), (1)
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und nehmen an, dass U(x) ein Minimum bei 2 = x¢ hat. Uns interessiert die Bewegung
in der Néhe des Minimums. Wir fithren die neue Koordinate x = xg+ & ein und erhalten
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Falls ¢ klein ist, kénnen wir U(zg + &) in eine Taylorreihe entwickeln
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U(xo + &) = U(wxo) + &+0&% (3)

Weil zy ein Minimum ist, gilt dU/dx|;—,, = 0. Das bedeutet, dass wir die Lagrange-
funktion Gl. (2) so schreiben kénnen
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wobei LU
k= dx(f) _ (5)

ist. Der Parameter k ist positiv, weil g ein Minimum ist. Falls wir nur kleine Schwin-
gungen betrachten wollen (d.h. Schwingungen mit kleiner Amplitude), konnen wir alle
O(£3)-Beitriige vernachlissigen. Dann erhalten wir die Lagrangefunktion
me? ke?
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die kleine Schwingungen beschreibt. Diese Funktion ist universell; das einzige was von
einem bestimmten Potential abh#ngt, ist der Parameter k, der durch die zweite Ableitung
der potentiellen Energie am Punkt des Minimums gegeben ist, siehe Gl. (5).
Als Beispiel betrachten wir zwei Potentiale

Ui(z) = —%x2 + %4 (7)
und I
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Die Potentiale sind unterschiedlich. Trotzdem gibt es in beiden Féllen Minima. Fiir Uy
gibt zwei Minima, bei x = ++/«a/3, und fiir U, ist das Minimum bei x = 0. In der
Nihe des Minimums bei z = x, = \/a/ kdnnen wir U, als Taylor-Reihe darstellen und
erhalten
a? 1 9 3
Ul(ﬂf)%—@Jri(?a) (z —2p)" + O((z — zp)°). (9)

Wir nehmen die Entfernung von z,, als die neue Koordinate £ =  — x), und erhalten fiir
Ui ()
k = 2a. (10)

Analog kénnten wir fiir das andere Minimum vorgehen.
Fiir Us, konstruieren wir die Taylor-Reihe in der Ndhe von x = 0 und erhalten

Us(xz) = =Uy + ’)/2U01‘2 + O($3). (11)
Das bedeutet, dass wir in diesem Fall
k = 2Ugy? (12)

erhalten.

Wir sehen, dass kleine Schwingungen immer in einem quadratischen Potential (lineare
Kraft) stattfinden; die einzige Information, die von der unterliegenden Theorie bleibt,
ist das Verhéltnis zwischen k und der zweiten Ableitung des urspriinglichen Potentials,
Gl. (5). Wir konzentrieren uns jetzt auf die universelle Lagrangefunktion, die kleine
Schwingungen beschreibt, Gl. (6). Die Euler-Lagrange Gleichung
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ergibt )

mé + k& = 0. (14)
Die Losung ist

E(t) = Acos(wt + ), (15)
wobei
k

A die Amplitude und ¢ die Phase der Schwingungen heiflen. Die Amplitude und die
Phase bestimmt man durch die Randbedingungen, z.B.

£(0) = Acos(p), £(0) = —Awsin(y). (17)

2. Erzwungene Schwingungen: Wir betrachten jetzt die Situation, in der eine
externe zeitabhéngige Kraft die Schwingungen beeinflusst. Die Lagrangefunktion lautet
B me?  muwe?

L=" -+ EF(1). (18)




Daraus folgt die Bewegungsgleichung

£ +w = F,S) (19)

Als erstes Beispiel betrachten wir eine harmonische Kraft
F(t) = Fycos(vyt + B). (20)

Um Gl (19) zu 16sen, schreiben wir ¢ als eine Linearkombination aus der allgemeinen
Losung der freien (homogenen) Gleichung und der speziellen Losung der inhomogenen
Gleichung

£(t) = Acos(wt + ¢) + Agcos(yt + B3). (21)

Wir benutzen diesen Ansatz in Gl. (19) und erhalten

F
Ay (—72 +w?) = EO’ (22)
sodass P
Ap = 0 2
I () 29)

Die vollstandige Losung ist dann

£(t) = Acos(wt + @) + @ = cos(yt + B). (24)

m (w
Die Randbedingungen kénnen wir erfiillen, indem wir die zwei Parameter A und ¢
geeignet wahlen.

Was passiert im Falle wenn die Eigenfrequenz der Schwingungen w und die Frequenz
der externen Kraft + &hnlich sind, v — w? Wir sehen, dass in diesem Fall die Ampli-

tude des Schwingungen sehr grof§ ist. Um den Limes v = w zu berechnen, machen wir
Folgendes. Wir schreiben Gl. (24) um

Fy

f(t) = flcos(wt + (,5) + m

(cos(yt + B) — cos(wt + B3)) , (25)

sodass wir die allgemeine Losung umdefiniert haben. Dann benutzen wir
cos(yt+ ) —cos(wt+F) = 2sin((y+w)t/2+F) sin((w—y)t/2) = (w—7)t sin(wt+p5). (26)

Wir benutzen Gl. (26) in Gl. (25) und erhalten

; Ryt
£(t)]y=w = Acos(wt + @) + T

sin(wt + B). (27)

Wir sehen, dass im Fall v = w (Resonanzfall) die Amplitude linear mit der Zeit wéchst.
Das bedeutet, dass wir nach einer bestimmten Zeit nicht mehr von kleinen Schwingun-
gen reden konnen. Wir werden spéter diskutieren, was mit der Resonanz passiert, falls



wir Reibungskriifte berticksichtigen. Momentan aber gehen wir zuriick zu Gl. (19) und
diskutieren, wie diese Gleichung fiir allgemeine Kraft F'(¢) gelost werden kann.
Wir schreiben die GI. (19) so um

. d d . F(t)
2 — - _ 7
§+wf[dt+zw] [dt zw}ﬁ p— (28)
Wir fithren dann eine neue Variable ein
d
] €= 00 (29)
und erhalten die neue Gleichung fiir p
d B F(t)

Das ist eine Differentialgleichung erster Ordnung, sodass es einfach ist, die Losung zu
finden.

Wir suchen nach einer speziellen Losung mit Hilfe der Methode “Variation der Kon-
stanten” und schreiben

p(t) = C(t)e™™", (31)
und erhalten die Differentialgleichung fiir C(t)
d E(t) ,;
—C(t) = —2™. 32
Som =" (52)
Direkte Integration ergibt
t
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Um £(t) zu finden, benutzen wir die Definition von p, Gl. (29). Weil wir eine reelle
Losung £(t) suchen, folgt aus Gl. (29) folgende Gleichung

t
£(t) = —Im [p()] . (34)

w
Wir berechnen den Imaginérteil und erhalten die spezielle Losung fiir eine beliebige

zeitabhéngige Kraft
¢

£(t) = / ar ET) et — ). (35)
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3. Freie Schwingungen mit Reibung: Was passiert mit den Schwingungen, wenn
eine Reibungskraft vorhanden ist? Wir nehmen an, dass die Reibungskraft proportional
zur Geschwindigkeit ist, fr = —2mk&, und erhalten die Bewegungsgleichung

£+ 26€ + w3 = 0. (36)



Um diese Gleichung zu losen, suchen wir die Losungen in der Exponentialform
£ = A, (37)
Wir setzen diesen Ansatz in Gl. (36) ein und erhalten eine Gleichung fiir A
A 42N+ W =0. (38)

Es gibt zwei Losungen
At =ik + Vw? — K2 (39)
Wir kénnen aus diesen zwei Losungen die allgemeine Losung fiir Schwingungen mit

Reibung konstruieren
§(1) = Re [Are™ 4 Ape=t] | (40)

wobei A; o zwei Konstanten sind.
Es ist niitzlich, zwei Félle zu unterscheiden. Fiir schwache Reibung gilt w > «. In
diesem Fall sieht die allgemeine Losung so aus

£(t) = Ae " cos (wt\/ 1-— ZZ + <p> (41)

Fiir starke Reibung ist £ > w, so dass A1 imaginér sind. Dann

5(15) :Ale—t(fﬁ—m) +A2€—t(n—m)’ (42)

wobei Aj o reell sind.

4. Erzwungene Schwingungen mit Reibung: Wir betrachten dann die erzwun-
genen Schwingungen mit Reibung. Die Kraft ist harmonisch. Die Bewegungsgleichung
lautet

£+ 26€ + W = EO cos(vt + B). (43)
Wir suchen nach der speziellen Lésung
& =Re [Ae"(VH’B)} . (44)
Wir erhalten P
(wW? — 72 + 2iky)A = ﬁ, (45)
sodass P 1
A=-2 - (46)

C2m w2 — A2 4 2Ky

Es ist niitzlich, die komplexe Griofle A als Betrag und Phase umzuschreiben; wir erhalten
. FO ei¢
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(47)
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mit 5

K
QZ) = arctan 27,72
v =W

Die spezielle Losung folgt

Fy  cos(vt+B+9)
o

(49)

£(t) = Re [ Ael’(vHB)} _

Wir sehen, dass fiir Schwingungen mit Reibung eine relative Phase zwischen der Kraft
und der Verschiebung £(t) existiert. Im Resonanzfall ist die Amplitude der Schwingungen
endlich

. Io 1 Fy
lim — = ) (50)
=W 2m (w2 —42)2 + 4k292 dmsw
aber die relative Phase éndert sich ganz plotzlich bei v = w
lim ¢=—_, lim ¢ =~ (51)
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