Vorlesung 5: Streuung von Teilchen

Die Streuung von Teilchen ist eine wichtige indirekte Methode, um physikalische
Systeme zu untersuchen, die wir anders gar nicht erreichen kénnen. Streuexperimen-
te funktionieren folgendermaflen: Wir schicken ein Teilchen mit gegebenem Impuls von
7 = oo in die Richtung des Kraftzentrums. Das Teilchen wechselwirkt mit dem Kraft-
zentrum und falls es genug Energie hat oder falls die Wechselwirkung abstoflend ist,
fliegt es ins Unendliche zuriick. Wir studieren das Verhiltnis zwischen dem sogenannten
StoBparameter und dem Streuwinkel und versuchen aus diesem Verhéltnis Erkenntnisse
iiber das Kraftfeld zu gewinnen.

Wir werden uns hier nur mit Zentralkriaften beschéftigen. In diesem Fall sind die
Energie und der Drehimpuls erhalten. Die Werte der Energie und des Drehimpulses
konnen wir bei ¥ = oo ausrechnen. Dort haben wir

lim U(r) — 0. (1)
r—00
Fiir unser Teilchen bedeutet das, dass das Teilchen bei ¥ = oo nur kinetische Energie
hat. Falls wir die Geschwindigkeit des Teilchens bei ¥ = co mit v, bezeichnen, lautet
die Energie
mu

) 2)

E:

Wir parametrisieren den Ortsvektor i als
= 21+ p, ii-p=0. (3)

und definieren 7 = oo als z — oco. Die Geschwindigkeit bei 7 = 00 ist U = Voofi. Wir
berechnen dann den Drehimpuls. Falls dieser eine Erhaltungsgrofle ist, konnen wir den
bei 7 = oo ausgerechneten Drehimpuls wiahrend des gesamten Stofiprozesses verwenden.
Wir erhalten .

M =[Fxpl=m[(zil+ p) X Uso] = m [P X Uso], (4)

sodass
M = |M| = musep. (5)
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Abbildung 1: Das Streuexperiment.



Der Streuwinkel 5. (siehe Abb. 1) ist abhéingig von r

/\/EUeﬁ»

Der minimale Wert von r ist 7y, und den vollen Streuwinkel schreiben wir als

d
0 =7 —205c(Tmin) =7 — 2p / i (7)

Tmin 7"2 m'U2

Diese Gleichung erlaubt es uns, die Abhéingigkeit des Streuwinkels vom Stofiparameter
p zu bestimmen.

Wir stellen uns nun vor, dass wir einen Strahl von Teilchen mit der Energie E aus
dem Unendlichen zum Kraftzentrum schicken. Die Dichte der Teilchen in dem Strahl ist
n. Die Zahl der Teilchen, die durch die Flidche 2wpdp pro Zeiteinheit fliegen ist

dN = 27pdpnvese. (8)

Diese Teilchen werden um den Winkel 0(p) gestreut. Der Teilchenstrom J ist J = nvs.
Der Wirkungsquerschnitt ist dann das Verhéltnis zwischen der Zahl gestreuter Teilchen
und dem Teilchenstrom der einfallenden Teilchen

do = dTN = 2mp(8)dp(0). 9)
Der Wirkungsquerschnitt hat also die Dimension einer Fliche. Er kann so interpre-
tiert werden, dass dem Streuprozess eine fiktive Fléache zugeordnet wird, die gerade so
grof ist, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein einfallendes punktférmiges Teilchen die-
se fiktive Flédche trifft, der Wahrscheinlichkeit entspricht mit der das Teilchen gestreut
wird. Diese Fliche muss nicht mit dem geometrischen Querschnitt des Streuzentrums
iibereinstimmen, wie wir im Folgenden sehen werden.

Der Wirkungsquerschnitt ist eine Funktion des Streuwinkels. Wir schreiben

do = 27p(0 ' dé. (10)

Den totalen Wirkungsquerschnitt erhalten wir, indem wir do iiber alle moglichen Streu-
richtungen, also iiber # von # = 0 bis § = 7, integrieren

™

do
dGE (11)
0

Als Beispiel betrachten wir die Streuung an einer harten, unendlich schweren Kugel
mit dem Radius R. Die entsprechende potentielle Energie lautet

0, »>R
0o, r<R

U(r) = { (12)



In diesem Fall ist der minimale Abstand zwischen Mittelpunkt der Kugel und dem
Teilchen ryi, = R. Wir verwenden dann Gl. (7) und erhalten

9:71'—2,0/drr1 (13)
R

r p2
1=

Es ist offensichtlich, dass eine Streuung nur fiir p < R stattfindet.
Wir fithren eine Variablentransformation ein, r — £, wobei

r="2 (14)

und erhalten
p/R

_ dg
0= zo/m. (15)

Wir substituieren £ = sin ¢ und erhalten
6 =7 — 2arcsin <£> . (16)
R

Im hier betrachteten Fall der Streuung an der harten, unendlich schweren Kugel ent-
spricht dies gerade der geometrischen Situation, dass das einfallende Teilchen, entspre-
chend seinem Stofiparameter p, an der Oberfliche der Kugel gemif “Einfallswinkel =
Ausfallswinkel” gestreut wird. Wir schreiben diese Gleichung um als

p:Rcosg. (17)

Um den Wirkungsquerschnitt zu berechnen, brauchen wir die Ableitung |dp/dé|. Wir
erhalten

dp Rsinf/2
D Sl 18
de 2 (18)
Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist dann
do 27p(0) |dp
= — 19
dcos @ sing |df (19)
Wir erhalten
do _ 21 R? co.s g sing _ 7TR2' (20)
dcosf 2sin 6 2
Somit lautet der totale Wirkungsquerschnitt
; d
o 2
= = . 21
o /dcos&dcose TR (21)
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Hier stimmt also der totale Wirkungsquerschnitt mit dem geometrischen Querschnitt
der Kugel iiberein.

Als zweites Beispiel betrachten wir die Streuung am Potential U(r) = < (die soge-
nannte Rutherford-Streuung). Die Formel fiir den Streuwinkel lautet

(22)

T d
9:77—2;)/ 7; ,
/ 2
Tmin T2 1 - % - mvoér

wobei v = vy ist. In der obigen Formel kénnen wir 7;, bestimmen, indem wir die
Nullstellen der Wurzel im Nenner finden.

Wir schreiben
2 2 2
p 2ce «@ P «
1 -2 12 (7 , 23

rZ  mo?r + m2vp? (r + mv2p> (23)

fithren eine Variablentransformation r — £ ein

/ 2
P « « .
- + vt =4/1+ 7m2v4p2 sin &, (24)

2 2 2
(o p o - o . 9
TR <r+mv2p) - <1+mzv4pz> (1= sin"¢). (25)

Der Punkt 7y, entspricht £ = 7/2 und r = oo entspricht

und erhalten

€lr=co = & = arcsin L%. (26)

1+ i

Wir fithren diese Variablentransformation in Gl. (22) aus und erhalten

/2

0:7r2/d§:2§0 = 2arcsin — =l (27)
14+ &0

€0 m2v¥p

Diese Gleichung formen wir zu

.0 mf;Qp
sin — = ———— (28)
2 / a?
1+ m2vi 2
um und driicken p als Funktion von 6 aus. Wir erhalten
o

= — 29
P vatang (29)
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Um den Wirkungsquerschnitt zu berechnen, brauchen wir die Ableitung von p nach 6;
sie lautet

dp Q 1 1
—| = . 30
’d@' mv? tan® § 2 cos? § (30)
Wir sind letztendlich in der Lage, den differentiellen Wirkungsquerschnitt aufzuschreiben
do dp 27p(0) |dp a \2 1
dcosd mp(0) dcosf sind |dé "\ ome? sin? g (31)

Im Prinzip sollten wir den totalen Wirkungsquerschnitt erhalten, indem wir do /d cos 0
iiber cosf integrieren. Es ist aber einfach zu sehen, dass das Integral unendlich ist. In
der Tat haben wir fiir kleinen Streuwinkel 0

o 0 do do a \232r
in_,~_, dcosf=sinfdf ~ 0df, %7%<7) i 9
sin 5~ 5 cos sin Teosd = 940 5 p (32)
Der totale Wirkungsquerschnitt ist dann unendlich
[ do a \2 [32n
Otot — / @ de ~ (727’)7,’1)2) ? d9 = Q. (33)
0 0

Wir haben zwei Beispiele gesehen — im ersten Beispiel war der totale Wirkungs-
querschnitt endlich und im zweiten Beispiel unendlich. Wir haben auch gesehen, dass
der Wirkungsquerschnitt fiir Rutherford-Streuung unendlich ist wegen der Kleinwinkel-
streuung. Um das besser zu verstehen, betrachten wir den Limes kleiner Kraft oder,
dquivalent, den Limes sehr hoher Energie. Falls das Teilchen entlang der z-Achse fliegt
und in der z-Richtung in der (z — z)-Ebene gestreut wird, finden wir den Streuwinkel
als

sing = L2 (34)
z
Weil die Kraft klein ist, ist es auch der Streuwinkel; deswegen
sinf ~ 0 < 1, pr L 1L, P, ~ mu. (35)
Wir kénnen dann p, ausrechnen, indem wir die Differentialgleichung
d
G = Fela(),2() (36)
t
iiber die Zeit integrieren. Wir erhalten
oo
Py = /dt Fp(x(t), 2(t)). (37)
—o0
Die Kraft berechnen wir, indem wir das Potential nach = ableiten
ou dU

ox dr r



Um diese Kraft in Gl. (37) zu integrieren, brauchen wir z(¢) und z(¢) und diese Funk-
tionen kennen wir nicht genau. Aber, weil die Kraft klein ist, ist die Bahn eine Gerade,
mindestens in erster Naherung. D.h.

z(t) = p, z(t) = vt, r =032 + p2.

Damit erhalten wir

H_pi_ p dt dU(r)

(39)

muv muv T dr

r=+/v2t2+p2

Das Integral ist symmetrisch in ¢, sodass wir stattdessen von ¢ = 0 bis t = oo integrieren
und mit einem Faktor 2 multiplizieren. Wir machen dann eine Variablentransformation

t — r = /022 + p2, sodass

rdr

at = —1< 40
vy/12 — p? (40)
und erhalten -
2p dr dU(r)
0 =— . 41
mu? / Jr2—p2 dr (41)
p

Mit dieser Formel kénnen wir die Kleinwinkelstreuung analysieren. Wir nehmen an,

dass sich das Potential asymptotisch wie eine Potenz von r verhélt
Q@
Ulr) = — (42)

rn

Die Abhéngigkeit des Streuwinkels von p kénnen wir mit Hilfe von Gl. (41) ausrechnen

o o0
p 2pan dr r=p¢ 20Mm / d¢ n (43)
= = ~ p .
mu2 n+1 2_ 2 mu2pn n+1 2_1
) rtiy/ré —p P / i€
D.h.
pr~ O (44)
sodass der differentielle Wirkungsquerschnitt lautet
do 1
a0 = gir2/n (45)
Der totale Wirkungsquerschnitt ist dann
do dé

0 0

Das bedeutet, dass in der klassischen Mechanik die totalen Wirkungsquerschnitte fiir
alle Potentiale unendlich sind, aufler fiir solche, die eine endliche Reichweite haben.



