Vorlesung 4: Dreidimensionale Bewegung
1. Zwei-Ko6rper-Problem. Wir betrachten zwei Korper, die miteinander wech-
selwirken. Die Wechselwirkung ist vom Abstand zwischen den Koérpern abhingig. Die
Lagrangefunktion lautet
52 52
miry mars
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L=

—U(r1 —72). (1)

Wir wollen zeigen, dass man dieses Problem beschreiben kann als freie Bewegung des
Schwerpunktes des Systems und als die Bewegung eines Korpers mit der reduzierten
Masse @ = myma/(mi + mg) im Potential U(7).

Zu diesem Zweck machen wir eine Variablentransformation. Wir fithren zwei neue
Ortsvektoren ein
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Es folgt
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Wir driicken die Lagrangefunktion Gl. (1) durch R und 7 aus. Wir erhalten
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Es ist offensichtlich, dass die Lagrangefunktion in zwei Lagrangefunktionen aufgespalten
werden kann. Die eine Lagrangefunktion beschreibt ein freies Teilchen mit der Masse
m1 + mo — das ist die Bewegung des Schwerpunktes. Die zweite Lagrangefunktion be-
schreibt die Bewegung eines Teilchens mit der Masse u = myma/(mi +ms) im Potential
U(r).

2. Bewegung im Zentralfeld. Wir betrachten jetzt die Bewegung eines Teilchens
im Zentralfeld U(7) = U(|]) = U(r). Wir haben bereits diskutiert, dass in diesem Fall
der Drehimpuls M = [ x p] erhalten ist. Weil M erhalten ist, findet die Bewegung in
einer Ebene statt, da in jedem Moment, per Konstruktlon 7+ M = 0 und P M =0
gelten muss. Falls wir die z-Achse entlang des Vektors M wéhlen, findet die Bewegung
in der (z — y)-Ebene statt.



Die Lagrangefunktion lautet

L=~ —U(). (6)

Um die Bewegung in der (z — y)-Ebene zu beschreiben, fithren wir Polarkoordinaten ein
T =TCcosy, y =rsingp, (7)

und erhalten i 5 .o
mr mr
L="" TP . (8)
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Wir sehen, dass die Lagrangefunktion Gl. (8) zeit- und ¢-unabhingig ist. Das be-
deutet, dass die Energie
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und der Drehimpuls
M= 8—L = mr?¢ (10)

erhalten sind.
Wir benutzen Gl. (10), um ¢ durch M auszudriicken und erhalten

M

=
und ersetzen ¢ mit diesem Ausdruck in Gl. (9). Wir erhalten

mr-2

E= T + Uef'f(r)7 (12)
wobei )
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Abbildung 1: Die eindimensionale Bewegung.



Wir sehen, dass die Bewegung eines Teilchens im Zentralfeld zu einer eindimensiona-
len Bewegung im Potential Ueg(r) reduziert werden kann; wie man mit eindimensionalen
Problemen umgehen soll, haben wir in der letzten Vorlesung diskutiert. Dementspre-
chend schreiben wir

t—ty= \/> / \/W (14)
Wie sich ein Teilchen im Zentralfeld bewegt, konnen wir mit Hilfe von Ueg(r) ana-
lysieren. Falls U(r) = 0 ist, ist Ueg(r) > 0 fiir alle » und unendlich bei » = 0. Das
bedeutet, dass sich das Teilchen immer zwischen r = ry;, und r = oo bewegt und es
keine gebundene (rdumlich beschrinkte) Bewegung gibt.
Falls U(r) < 0 ist, gibt es mehrere Moglichkeiten, siche Abb. 1. Angenommen das
Potential verhalte sich asymptotisch wie

U(r)|r—o ~ —ar ™. (15)

Falls n < 2 ist, dann kann das Teilchen das Kraftzentrum nicht erreichen und falls
n > 2 ist, kann das Teilchen bis zum Kraftzentrum fallen. Es kann auch passieren, dass
das effektive Potential ein Minimum hat (r = ro in Abb. 1). In diesem Fall kann eine
gebundene Bewegung stattfinden (das Teilchen kann zwischen den Punkten A und B in
der Skizze pendeln). Falls die Energie E so ist, dass die Energie E gerade dem minimalen
Wert von Ueg entspricht, ist die Trajektorie ein Kreis mit dem Radius r = rg.

Die Bewegung eines Teilchens in der Ebene beschreiben wir mit einer Bahn oder
Trajektorie r = r(p). Wir kénnen diese Trajektorie bestimmen, indem wir erst die
Bewegungsgleichungen 16sen, 7(¢) und ¢(¢) finden und dann r als eine Funktion von
¢ ausdriicken. Wir konnen aber auch die Abhéngigkeit r» von ¢ finden, ohne zuerst
die Losungen der Bewegungsgleichungen zu konstruieren. Betrachten wir dazu die zwei
Differentialgleichungen

2 do M
\/m ( UGH(T))’ At mr?’ (16)

die wir aus den Definitionen der Energie und des Drehimpulses erhalten, und driicken
dr durch dy aus. Wir erhalten

dr mr2 |2

B = 7\ o (B = V), (7)

Es folgt

M f
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Fiir eine endliche Bewegung koénnen wir ausrechnen, um wie viel sich ¢ wéhrend
eines Umlaufs zwischen r4 und rp dndert; wir erhalten

B
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wobei 74 g aus folgender Gleichung folgen
E =Uess(ra,B)- (20)

Eine endliche Trajektorie kann entweder geschlossen oder offen sein. Eine Trajektorie ist
geschlossen, falls

Ap =2t (21)
n2

wobei n1 und ny ganze Zahlen sind. Falls die Trajektorie offen ist, dann wird ein Teilchen
nach unendlicher Zeit jeden Punkt auf der (r — ¢)-Ebene mit 74 < r < rp mindestens
einmal besuchen; fiir eine geschlossene Trajektorie ist das nicht den Fall. Es gibt nur
zwei Potentiale, U(r) = —a/r und U(r) = kr?, in denen alle endlichen Trajektorien

geschlossen sind.
3. Kepler-Problem. Unter dem Kepler-Problem versteht man die Beschreibung der

Bewegung im Potential
Q

U(r) = - (22)

Dieses Potential beschreibt die Gravitationswechselwirkung zwischen Planeten, die elek-
trische Wechselwirkung zwischen geladenen Teilchen usw. Die Kopplungskonstante o
kann entweder positiv (anziehende Kraft) oder negativ (abstofiende Kraft) sein.
Wir fangen mit einer positiven Kopplungskonstante an. In diesem Fall besitzt das
effektive Potential ein Minimum
2 2
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Co2mr2 ) dr ma
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Der minimale Wert der effektiven Energie ist

Ueﬂ(TO) = Unin = _27”) = _2M2 . (24)
Wir betrachten zunéchst den Fall, dass die Energie des Teilchen gleich der minimalen
effektiven Energie ist, £ = Upin. In dem Fall ist 7(¢t) = ro und die Trajektorie ist ein

Kreis. Die Umlaufzeit kénnen wir ausrechnen, indem wir den Zusammenhang zwischen

¢ und M betrachten

M ma?
h— = 25
2 T(% M3 ( )

Das Teilchen bewegt sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit; die Umlaufzeit ist dann

2 2rmrd 2 M3 m
T~ ¥ M ma2 "\ 2[EP (26)

wobei wir das Verhéltnis zwischen F¥ = Uy, und M benutzt haben.
Als néchstes betrachten wir den Fall Ui, < E < 0. Das Teilchen dreht sich um das
Kraftzentrum und pendelt zwischen den zwei Radiuswerten 74 g. Um die Trajektorie zu




bestimmen, miissen wir in Gl. (18) das Integral ausrechnen. Als ersten Schritt schreiben
wir E — Ueg () um
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Es ist einfach zu sehen, dass
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Wir wollen das Integral ausrechnen
M _
/ dr . (29)
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Es ist nun hilfreich, zwei Variablentransformationen zu machen. Als erstes fithren wir
die neue Variable ¢ ein,

; (30)

und erhalten dann

_M / de : (31)
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Dann machen wir die zweite Variablentransformation, indem wir statt £ eine weitere
Variable 6 einfithren
m a? 2E
§:M ( M2 cos0+M> (32)
Wenn wir die Variablentransformation in Gl. (31) durchfithren, bekommen wir
e K (3)
0o
wobei
M « a2 2F
0o = — = )\ mt 4
) = arccos [(mr M>/ e + - (34)

Wir kénnen jetzt den Radius r durch den Winkel ¢ ausdriicken (wir setzen ¢ — 0 ein)
und erhalten

p
= — 35
1+ecosp’ (35)
wobei der Parameter p und die Exzentrizitdt e durch
M? 2EM?
p=—), e=1/1+ 5 (36)
mao mao



gegeben sind. Wir sehen, dass e < 1 ist, weil die Energie E negativ ist.

Die Trajektorie in Gl. (35) ist offensichtlich geschlossen und, geometrisch gesehen, ei-
ne Ellipse. Um das explizit zu machen, erkennen wir, dass 7 cos ¢ = z und r = /22 + 32,
wobei x und y kartesische Koordinaten sind. Es folgt aus Gl. (35)

r+ercosp=p, =rter=p, =r=p—ecr, = (2°+y?)=(@p—ex): (37)

Wir kénnen die letzte Gleichung umschreiben, sodass wir explizit die Formel einer Ellipse
erreichen

(x — )% 92
—m T =Lh (38)
wobei
2o = ——2 a=-—2 h=—L (39)

1—¢e2’ 1 —e?’ Vi—e2'
Es ist klar, dass Trajektorien mit kleinen e-Werten wie ein Kreis aussehen und Trajek-
torien mit e-Werten in der Ndhe von e = 1 entlang der x-Ache gestreckt sind.

Wir konnen jetzt die Umlaufzeit um das Kraftzentrum berechnen. Wir benutzen
dazu den Zusammenhang zwischen M und ¢

dy
M = mr2=t 40
mr = (40)
und schreiben ) )
mr<dey mp-dep
dt = = . 41
M M (1 + ecosp)? (41)
Die Umlaufzeit T ist dann
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0
Um dieses Integral auszurechnen, fithren wir eine Hilfsvariable a ein und schreiben
9 5 2 d
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Weil wir iiber alle Werte von ¢ integrieren, ist es offensichtlich, dass

2 q 2 q
/‘P :/‘P_ (44)
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0 0
Es folgt
27 ) 2m q /2 q
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(45)



Wir machen dann eine Variablentransformation ¢ — £ wobei

§ =tangp, (46)
sodass )
dp =cos?pdé, cos’p= e (47)
Die Integrationsgrenzen sind
0
0<g0<§, =0< < o0 (48)
Wir erhalten dann
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Wir leiten nach a ab, setzen a = 1 ein und erhalten die Umlaufzeit
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Unser Teilchen kann auch die positive Energie haben. In diesem Fall ist die Bewegung
unbeschrénkt (das Teilchen kommt aus dem Unendlichen und verschwindet auch wieder
ins Unendliche). Alle Formeln sind wie vorher, aber weil E > 0 ist auch e > 1. D.h.,

dass die Trajektorie
p
= 51
" 1+ ecosy (51)
eine Hyperbel ist. Auflerdem bedeutet das, dass der Winkel des Teilchens ¢ zwischen
o = arccos(—e~ ') und 27 — g definiert ist

o < @ <21 — pp. (52)

Bei ¢ = g oder ¢ = 21 — (g ist Betrag des Ortsvektors r unendlich.
Im Fall einer abstoflenden Kraft sind alle Bahnen unbeschriankt. Die Trajektorien

sind Hyperbeln
p

= 53
—1+4+ecosp (53)

r
Die Ausdriicke fiir p und e stimmen mit den vorherigen Ausdriicken iiberein.

4. Runge-Lenz Vektor. Fiir ein Teilchen, das sich im Potential U(r) = —a/r
bewegt, gibt es eine zusétzliche Erhaltungsgrofie. Es ist moglich, aber nicht gerade leicht,
diese Erhaltungsgréfie mit dem Noether-Theorem zu verbinden. Die Erhaltungsgrofie
heifit Runge-Lenz Vektor und lautet

A= {ﬁx M} — ma—. (54)



Wie wir schon gesagt haben, ist der Vektor A erhalten
dA
— =0.
dt

Um das zu beweisen, berechnen wir die Zeitableitung

mar — mardr

dA -
a = N ==
Wir benutzen dann
dr _d o 77
tdt o)
. 0 ar
p= _%U(F) = 3
und berechnen
5 - o N a o, N,
[pXM} :—T—S[rx[rxﬁ]]:—r—g(r(r-ﬁ)—pTQ).

Wir setzen diese Ergebnisse in Gl. (56) ein und erhalten dann Gl. (55).

(56)

(58)

Der Runge-Lenz Vektor kann verwendet werden, um die Trajektorie des Teilchens
im Zentralfeld U(r) = —a/r zu erhalten. Dazu multiplizieren wir den Vektor A mit dem

Ortsvektor des Teilchens 7
7+ A= Arcoso,

falls wir die x-Achse entlang des Vektors A wihlen. Anderseits gilt

ami’

F-g:F-([ﬁ’XM] ):M2amr.

r

Es folgt
M2
am (1+ 2 cos¢)’

Wir vergleichen diesen Ausdruck mit Gl. (36) und finden, dass e = A/(am) ist.

(59)



