Vorlesung 2: Erhaltungssitze, Noether-Theorem, Virialsatz und
Ahnlichkeitstransformationen

In der Mechanik ist es unser Ziel, die Zustdnde mechanischer Systeme fiir gegebene
Randbedingungen als Funktion der Zeit beschreiben zu kénnen. Um dieses Ziel zu erre-
ichen, miissen wir die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir alle unabhéngigen Koordinaten
16sen. Es kann einfacher sein, solche Losungen zu finden, falls wir wissen, dass bestimmte
Kombinationen von Koordinaten und Geschwindigkeiten zeitunabhéngig sind

df

I'=F(q(t),q1(t), ... .an(t),dn(t), 1), =0 (1)

Solche Konstanten nennt man Bewegungsintegrale oder Erhaltungsgrafien.

Um ein Beispiel zu zeigen, betrachten wir ein System, dessen Lagrangefunktion L ex-
plizit zeitunabhéngig ist, L = L(q1, g2, ..., 41,42, ... ). Wir berechnen L fiir die Losungen
der Fuler-Lagrange-Gleichugen und berechnen die totale Zeitableitung

arL aL OLdg;  OL g
dt aqz dt 8qi de?

(2)

Weil L explizit zeitunabhéngig ist, verschwindet die Zeitableitung 0L/0t = 0. Und weil
gi(t) die Losungen der Bewegungsgleichungen sind, haben wir

oL  d oL

9 diog, (3)

Mit Hilfe von Gl. (3), schreiben wir Gl. (2) um
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d dg; 0L d?¢;
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Wenn wir dann eine Funktion F definieren

E = Z 8% L, (5)

bedeutet Gl. (4), dass E eine Erhaltungsgrofe ist

dE
=0, (6)

Es ist einfach zu sehen, dass fir L = mi’ /2 =U(7),

2
E—%JFU(F) T+U. (7)



Offensichtlich ist die Erhaltungsgréfie £ die Energie des Systems.

Es ist interessant, die Existenz der Erhaltungsgrofien mit den Eigenschaften der La-
grangefunktion zu verbinden. Diese Verbindung ergibt sich durch das Noether-Theorem.
Um das Noether-Theorem zu erkldren, betrachten wir ein mechanisches System mit N
Freiheitsgraden, welches wir mit Hilfe der Lagrangefunktion L({¢;},{d;},t) beschreiben.
Mit der Lagrangefunktion kénnen wir natiirlich die Wirkung berechnen

5= / at L({g:}. {dgi/dt} 1) (s)

Wir kénnen die verallgemeinerten Koordinaten und sogar die Zeit anders wahlen; d.h.
statt ¢; und ¢, kénnen wir ¢, und ¢’ benutzen. Dann gilt

a = fi{ai}h 1), t=fil{gi}.t). (9)

Wir kénnen die Wirkung in den neuen Koordinaten ausdriicken; wir erhalten
t)
5= [ af L'({d) (/e o), (10)
t)

Normalerweise, wenn man andere Koordinaten wahlt, unterscheiden sich L’ und L und
man kann nicht viel mit dem Variablenwechsel anfangen — man hat lediglich andere
Variablen gewéahlt. Es gibt aber Situation wo L’ = L ist. Um zu zeigen, wie das
passieren konnte, betrachten wir ein paar Funktionen, die nicht viel mit Mechanik zu
tun haben.

e Wir betrachten eine Funktion von drei Variablen U(z,y,2) = 22 + 3 + 22. Wir
machen eine Variablentransformation

x =12’ cosp + 3 sinp, y = —a' sinp + 1 cos ¢, 2 =z (11)
Wir erhalten
U(z,y,2) =2 +y? + 22 = Uy, 7). (12)
e Wir betrachten eine Funktion U(z,y) = x/y? und machen die Variablentransfor-
mation
T =\, y= V. (13)
Wir erhalten .
T



Es ist offensichtlich, dass nicht alle Variablentransformationen die Funktionen invari-
ant lassen. Falls wir z.B. im zweiten Beispiel eine andere Transformation machen

r=a"? y=1v, (15)

dann andert sich die Funktion

12
cmm=%¢waw (16)

Nun gehen wir zurtick zu Gl. (9,10) und betrachten die infinitesimalen Transformatio-
nen, welche die Wirkung invariant lassen. Das bedeutet folgendes: Eine Variablentrans-
formation ist normalerweise von einem Parameter abhéngig. In unseren Beispielen sind
diese Parameter ¢ und A. Eine infinitesimale Transformation ist eine Transformation,
die “beinahe die Identitatstransformation” ist.

Als Beispiel betrachten wir in Gl. (11) den Parameter ¢ als sehr klein und schreiben
die Transformation somit als

=1+ py + O(p?), y=y — ' +O0(p?). (17)

Wenn wir dann bis zur ersten Ordnung in ¢ arbeiten, bleibt U unter dieser Transforma-
tion invariant

U(z,y,2) = Uy, 2") + O(p?). (18)
Wir schreiben dann die infinitesimale Version der Transformation Gl. (9) als
4 = ai +e¥i({g;},1), t'=t+eX({g} 1) (19)

Die Grofle € <« 1 parametrisiert die Transformation; fiir ¢ = 0 erhalten wir die Iden-
titatstransformation.
Wir wahlen die Transformation so, dass die Wirkung invariant bleibt

S = [t L) (dg/aty.0) = [ o Ly Adg /o)) + 0D, (20)
t1 t’1

Wir wollen jetzt zeigen, dass die Zeitunabhangigkeit der Grofie

P 94
aus der Invarianz der Wirkung, Gl. (20), folgt.
Die Idee ist einfach: Wir driicken S" = [ dt'L(¢,d¢’/dt’, ') durch ¢ und ¢ aus und
nutzen dann die Gleichheit von S’ und S. Wir beginnen zunéchst mit der Berechnung
verschiedener Bausteine

dXx dg;  d(g +€¥;) . dv, dXx
dt! =dt [1+e— — = =q; - —
( e ) ’ “Lar

dt' ot (1+e4X)

i q}] +0O(?).  (22)



Wir benutzen diese Ausdriicke, um die Lagrangefunktion zu entwickeln und erhalten
oL oL oL [d¥,; dX
L{qY, {dq /At ¢ ~ t)4eX — =, 4 - 2 2.
(). 4 a0}, 0)  Dltad ah oy +ex e 3 | SR+ 520 | = S| | o)

i
(23)
Wir setzen dieses Ergebnis in den Ausdruck fiir die Wirkung ein und erhalten (wir
vernachliissigen alle O(e?) Beitriige)

5 = / at' L({g'}, {dq'Jat'}, ¢) = / ar (145 ) 2t dad jar) o)

th t1

{({q} {dht) + (dX X+ Z[‘% o (G iffq)D}

to

)
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to
d(XL) dL GL 8L dv;, dX .
= dt X X —q; .
S+€/ { at Z[ <dt dtq)]}
t1
(24)
Wir konnen die letzte Gleichung vereinfachen, indem wir die totale Zeitableitung explizit
ausdriicken a
- ; ;. 2
it Z 94 o+ a' ot (25)
Wir schreiben dann
t
8L dv; oL oL oL . dX
0:‘51/_5: 3 Xi'z— 7.-i_7.i7
/ [ Z aqz Tog A ot Tt ag
t1
(26)

Bis zum diesen Punkt haben wir keine Annahmen {iber die Zeitabhéngigkeit von g;(t)
gemacht; jetzt werden wir ¢;(¢) als die wahre Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen

betrachten. Dann gilt
d oL oL

= == 2
dt (‘)ql aqi’ ( 7)
sodass
OLy ,OLd%_, 40L OLAY _d (0L,
8 8(]7, dt n Zdt aqz 8% dt N 8%
oL oL oL . dX oL oL oL . dX oL
X—¢+X—Gi+ 54— = i X i X
9a T 0 T o T @ <a )q T o6 T o T [8% }
(28)
Wir kénnen jetzt Gl. (26) umschreiben
7 oarw
t
= [ dt——= 29
JRG (29)



wobei 5L .
It)=LX+) 7q, (Vi — X (30)
ist. Es folgt aus Gl. (29), dass
0=1I(t1) — I(t2), (31)

sodass I(t) zeitunabhéngig ist. Dies ist die Aussage des Noether-Theorems.
Als néchsten Schritt werden wir verschiedene Beispiele diskutieren.

1. Wir kehren zu unserem Beispiel zuriick, in dem die Lagrangefunktion explizit un-
abhéngig von der Zeit ist, d.h. L = L({¢},{¢}). Diese Lagrangefunktion ist
invariant unter der Transformation

4 = q, t=t+r. (32)

wobei 7 beliebig ist. In der Tat gilt dt’ = d¢, sodass ¢; = dg¢;/dt = dg;/dt’ = dg;/d¢t’.
Das bedeutet, dass

L= L({¢:}, &) = L({g;}, dgj/dt"), (33)
und wir kénnen somit das Noether-Theorem anwenden.

Die Transformation in Gl. (32) ist exakt. Wir miissen die infinitesimale Version
dieser Transformation an Gl. (19) anpassen. Es ist offensichtlich, dass ¥; = 0 ist
und, falls wir 7 in Gl. (32) als klein betrachten und mit € identifizieren, dann finden
wir dass X = 1 ist. Die Erhaltungsgrofie ist dann die Energie

oL .
I=L—Z@qz~:—E, (34)

wie aus Gl. (5) folgt.

2. Als zweites Beispiel betrachten wir die Situation in der die Lagrangefunktion von
einer Koordinate unabhéngig ist. Bezeichnen wir diese Koordinate mit g, sodass

L = L(q2,q3,---9N, 41, G2, G3; ---4N» 1), (35)
bleibt die Lagrangefunktion invariant unter der Transformation
@ = +e Git1 = G, =t (36)
Das bedeutet

U =1, U,z =0, X =0. (37)
Wir finden dann die Erhaltungsgrofie
oL
I1=—, 38
%0 (38)

sodass in diesem Fall der kanonische Impuls p; = 0L/Jq; zeitunabhéngig ist. Man
bezeichnet eine solche verallgemeinerte Koordinate, von der die Lagrangefunktion
unabhangig ist, auch als zyklische Koordinate.



3. Als Néchstes betrachten wir geschlossene mechanische Systeme. Die Lagrange-

funktion lautet
N 2
L= Yo U(ry, —73). 39
I P ILCE) (39)

a“B

Diese Lagrangefunktion beschreibt N Teilchen, die miteinander wechselwirken,
und bleibt invariant, wenn wir alle Ortsvektoren um einen konstanten Vektor €
verschieben

To = Ty + € (40)
Beachten Sie, dass wir diese Transformation mit einem Vektor € parametrisiert
haben; d.h. Gl. (40) beschreibt drei unterschiedliche Transformation (d.h. einmal
verschieben wir die z-Koordinaten aller Teilchen, einmal die y-Koordinaten usw.).
Dementsprechend ist auch ¥ ein Einheitsvektor

-

U, =1, (41)

sodass die Erhaltungsgrofien lauten
N N
- oL -,
I = E = E magTra- (42)
o Ory -

Diese Erhaltungsgrofie ist der Gesamtimpuls des Systems Piot. Die Folge dieses
Ergebnis ist, dass sich der Schwerpunkt des geschlossenen Systems R mit konstan-
ter Geschwindigkeit V' bewegt. In der Tat gilt

R— Zmo/'?a -V = dR _ chﬂ%’a 13t0t

- - = = = const. 43
Z Mea dt Z Mmeu Mtot ( )

4. Als letztes Beispiel betrachten wir die Lagrangefunktion, welche die Bewegung
eines Teilchens im Zentralfeld beschreibt
=)
mr
L="0—U(). (44)
Diese Lagrangefunktion ist invariant unter Drehungen. Die Variablentransforma-
tion, welche infinitesimale Drehungen um die Achse @ um den kleinen Winkel €
beschreibt, lautet
7 =7+ e[t x 7). (45)

Wir konnen iiberpriifen, dass 72 invariant bleibt

72 = 4 2l x 7] - 7+ O(e%) = 7 + O(e?). (46)
Die Transformation der Geschwindigkeit lautet

=7+ € x 7, (47)



sodass P
i =7+ O). (48)

Wir schreiben [7i x 7]; = €17 und finden ¥;

U, = €;kn;Tk- (49)
Wir erhalten fiir die Erhaltungsgrofe
oL
I= — U, =7-[F 50
S G V= <) (50)

wobei § = m# der Impuls ist. Weil die Drehachse 7 beliebig ist, kénnen wir GI. (50)
als die Erhaltung eines Vektors interpretieren. Dieser Vektor

M = [F x p] (51)

ist gerade der Drehimpuls des Teilchens, das von unserer Lagrangefunktion Gl. (44)
beschrieben wird.

Es gibt eine Reihe von Transformationen, unter denen die Wirkung sich andert,
aber auf bekannte Weise. In dem Fall geht es nicht um Erhaltungsgrofien, aber man
kann niitzliche Informationen {iber mechanische Systeme gewinnen. Ein Beispiel ist das
sogenannte Virialtheorem. Es geht dabei um Folgendes: Wir betrachten die Bewegung
eines Teilchens in einem Potential, das eine homogene Funktion ist

U(AF) = \"U(T). (52)
Um zum Noether-Theorem zu kommen, betrachten wir folgende Transformationen
7=\, t =8t (53)
Die Lagrangefunktion transformiert sich folgendermaflen
2 N 2
=" (‘;7;) _ U = gz’; (j:) _ AU, (54)
Wenn wir 8 als 8 = A1="/2 wihlen, erhalten wir
L' =\"L. (55)

Wir benutzen diese Gleichung und finden das Transformationsverhalten der Wirkung
S = \Hn/2g, (56)

Jetzt konnen wir die infinitesimale Transformation A = 1 + € betrachten und die obige
Gleichung benutzen, um einen Zusammenhang zwischen verschiedenen Beitrigen zu
finden. Im Vergleich zum Noether-Theorem, bekommen wir einen zusétzlichen Term

to

0=/dt<<1+g)L—l—i[EX—mﬁ%D (57)

t1



Jetzt ist U; = r; und X = (1 —n/2)t, sodass

0_7dt<<1+g)L+§t[E(1—n/2)t—mmD. (58)

t1

Um diese Grofle zu interpretieren, ist es niitzlich das Konzept des durchschnittlichen
Werts einer Funktion zu nutzen.

(@) = Jim 7. [ derco (59)

Dieser Mittelwert gibt uns eine grobe Idee iiber die Funktion f(¢). Gl. (58) erlaubt uns,
die Verhéltnisse zwischen den Mittelwerten verschiedener Gréflen zu finden

0= (1+g) <L)+<1—g) (E>—<§tm?-77>. (60)

Stellen wir uns vor, dass die Bewegung unseres Systems im endliche Raum mit
endlicher Geschwindigkeit stattfindet. Dann

d N 1 /d 1/ - = R
<dtmr-7‘> _Th—]?;of amr-r—Th_I)lgof (mr(T)-r(T)—mr(O)-r(O)) =0. (61)
0

Dieses Ergebnis erlaubt uns, den dritten Term in Gl. (60) vernachléssigen. Falls wir
dann (E) als (T'+U) schreiben, bekommen wir das Verhéltnis zwischen den Mittelwerten
von potentieller und kinetischer Energie

(T) = 5(U). (62)

n
2
Diese Gleichung ist das Virialtheorem.

Wir koénnen auch andere interessante Erkenntnisse iiber die Bewegungseigenschaften

mechanischer Systeme mit homogener potentieller Energie gewinnen. Wir betrachten
ein mechanisches System mit potentieller Energie U(7), die homogen ist

U\ = AU (7). (63)

Wie wir schon wissen, erhalten wir, falls wir die Variablentransformationen 7 = A7 und
t' = Bt, mit B = A'="/2 durchfiihren,

L(7,7) = \"L(7, 7). (64)

Falls zwei Lagrangefunktionen proportional zueinander sind, sind die zugehorigen Bewe-
gungsgleichungen identisch.



Das bedeutet, dass falls 7 (') eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen und (t)
eine andere Losung ist, muss

7 (") =7 (Bt) = M(1) (65)

gelten.
Wir konnen das direkt iiberpriifen.

a7 (t')  m (Bt
T TR A T @Az B2 or BZar o
AN AU N —ndU()  OU()
T B2 N B2 o oF

mAd®%F N QUG A X oAU

(66)

weil 8 = A1-7/2 gt
Es folgt dann, dass wir, wenn wir eine Losung 7(t) haben, aus dieser Losung eine weit-

ere Losung A\~ 17(St) konstruieren konnen. Wir konnen diese Ahnlichkeitsbedingungen
etwas anders verwenden. Stellen wir uns vor, dass wir zwei Bahnen mit den Abmes-
sungen L1 9 und die Umlaufzeiten T} o betrachten. Es folgt aus der vorigen Diskussion,
dass falls sich die Abmessungen um einen Faktor A unterscheiden, miissen sich die Um-
laufzeiten um einen Faktor 8 unterscheiden. Dann

L1 Tl 1-n/2

L—2_)\, E_B_A 2, (67)
Weil A und 8 abhéngig sind, bedeutet das, dass es ein Verhaltnis zwischen den Abmes-
sungen und den Umlaufzeiten gibt

Ly 1-n/2 B T (68)
Lo Ty
Als Beispiel, konnen wir ein Pendel betrachten. In diesem Fall ist die potentielle

Energie U = ki?/2, sodass n = 2 ist. Hier ist die Abmessung die Amplitude der
Schwingungen. Es folgt aus Gl. (68), dass

Ty
T 1, (69)
und das heifit, dass fiir ein Pendel die Umlaufzeit unabhéngig von der Amplitude der
Schwingungen ist.
Ein anderes Beispiel ist das dritte Keplersche Gesetz, das die Grofle der Orbits von
Planeten R und deren Umlaufzeiten miteinander verbindet. Dabei ist die potentielle
Energie U(r) = GmM /r, sodass n = —1 ist. Es folgt

L (E2)™ 70)
T Ry ’



