Zusammenfassung

1) Falls Zwangsbedinungen die Freiheitsgrade abhé&ngig machen, kann man die abhangige
Koordinaten aus der Lagrangfunktion extrahieren;

2) Es ist auch méglich die Zwangsbedinungen mit Hilfe der Lagrangefaktoren zu
bericksichtigen.
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3) Zeitunabhangige Funktionen von Koordinaten und Geschwindigkeiten des Systems und
auch von der Zeit, heissen Bewegungsintegrale. Die Bewegungsintegrale sind sehr
interessant weil die uns helfen kbnnen die Bewegungsgleichungen zu l6sen.

Wir kann man die Bewegungsintegrale systematisch bestimmen?
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2. Erhaltungssatze

Die Bewegungsintegrale sind eng mit den Symmetrien der Wirkung verbunden. Was das
genau bedeutet, zeigt das Noether-Theorem.

-
Noether-Theorem: Wir betrachten ein mechanischen System, dessen Wirkung invariant

unter der folgende infinitesimale Transformationen ist
Qi%qg:qz'_keqji({Qj}?t)a t_>t/:t+€X({Qj}at) e 1

/
to t2

5= / at L({q}, {dg/dt}, 1) = / at' L({q'}. {d¢'Jdt'}, ). +O(e2)
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oL
Dann ist die Grdsse I = Z 4, (W, — X¢;]+ LX  erhalten (d.h. zeitunabhangig)

\_
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Symmetrien

Jeder weiss was eine Symmetrie bedeutet (Spiegelsymmetrie, Drehsymmetire u.s.w.)

5@

Es gibt auch die Symmetrie der Gleichungen. Z.b:

o _ P Ol o
Ulz,y,z) = T = cos Oz’ + sin by U(xlayla Z/) -
Vat gt y = —siny’ + cos 2’ V' +y? + 2"
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_ / : AN
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Ulz,y,z) == y = —sin Oy’ + cos 0’ Uz’ y',2") = cos 0z’ + sin 0y’
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Symmetrien

Die Symmetrie der Gleichungen bedeutet das bestimmte physikalischen Grdssen erhélten
blleiben. D.h. das Symmetrien eine wichtige Bestandteil der physikalichen Theorien sind.

- Warum folgen freie Teilchen eine Gerade?

- Warum -- wenn Planeten sich Bewegen -- sind die Orbits (fast) geschlossen?
- Warum ist die elektrischen Ladung erhélten?

- Warum haben die Photonen keine Masse?

- Warum gibt keine Zerfalle von Muonen zu Elektronen?

- Warum sind die Gravitationsmasse und die Bewegunsmasse gleich?
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2.Erhaltungssatze

Wir wollen die "neue” Wirkung mit Hilfe der "alten” Koordinaten ausdriicken

5= / at L({q}. {dg/dt}, ) = / at' L({¢'}. {dq /at'}, ¢).
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2. Erhaltungssatze

to
dX OL
0_/dt{—L+—X Z[@qz

0L B
dt

)]

J

Um das Bewegungsintegral zu extrahieren, mussen wir die totale Zeitableitung in der obigen
Formel identifizieren. Dieser Schritt gilt nur fir Bahnen, die die Euler-Lagrange Gleichungen

erfullen.
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2.Erhaltungssatze

Beispiele ¢ — ¢ =q+eV;({g;},t), t—=t' =t+eX{qg}t)

5= [ at Lifa}. (da/dty.t) = [ @t L({a). (dd fat}.¥). [I D o [ Xd] + LY J

t1 1

1. Zeitunabhangigkeit der Lagrangefunktion. Symmetrie: Homogenitat der Zeit.
Symmetrietransformation: Zeitverschiebung

L:L(Q17Q27°°°7QN7q.laq.27“7QN) Qz_>q7/,:%a t_>t/:t+€7 =4 \II’L:O)le
oL .
Die Energie ist erhalten E = Z 34 gi — L d_E —0
i dt

2. Unabhangigkeit der Lagrangefunktion von einer Koordinate (man nennt diese Koordinate
zyklisch) .  Symmetrie: Homogenitat des Raumes.
Symmetrietransformation: Koordinatenverschiebung.

L:L<q27°'°7QN7q.17q'27“7q}V7t)
Q=G =qnteqan—q¢g=q t—ot=t = V=1 WV, =0 X=0.

oL dpy

. - =0
Der ensprechenden Impuls ist erhaltend p1 O, dt
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2.Erhaltungssatze

Beispiele ¢ — ¢ =q+eV;({g;},t), t—=t' =t+eX{qg}t)

S— / dt L({q}, {dg/dt}, ) = / At L({g'} (g jaye). | 1= 2’; W, — X + LX

th

3. Geschlossene Systeme. Symmetrietransformation: Verschiebung des
Koordinatenursprung.

N -9
mg 7 - - . N - ;
L=) —5— =2 Uy(ii—7)) m T =T E =1 U =1
i=1 ij
B Noorn M. )
Der Gesamtimpuls des Systems ist erhalten Prot = o = Ty aptot =0
=1 L5 7

Die Folge: Der Schwerpunkt eines geschlossenen Systems bewegt sich mit konstanter
Geschwindigkeit

N
N SN
Z m;Tr; d R» 27,: v Ptot ‘7
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R = ~ dt é\f: . Mot
'21 M =
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2.Erhaltungssatze

Qi%qg :qz'_i_eqji({Qj}at)a t_>t/:t+6X({QJ}at)

Beispiele
to t

5= [t Li{a) (dafdt).t) = [ o' L{a}ag/att). | 1=30 57 [0 - X+ LX
i) i P

4. Die Isotropie des Raumes. Symmetrie: Rotationssymmetrie.
Symmetrietransformationen : Drehungen.

Die Erde im Gravitationsfeld der Sonne. Die potentielle
Energie der Erde ist unabhangig von der Richtung des

Ortsvektors. .
rtsvektors m 2 ooy
7 = r(sin 6 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 0)
7=l + 70(cos 0 cos ¢, cos O sin ¢, — sin 0) + rd(— sin O sin ¢, cos O cos ¢, 0) =
T
?z?’“é}%—?‘é@g—l—rdb@ €i°€j:51j, ’i,?:G{T,Q,Qb}
e = (sin @ cos ¢, sin 6 sin ¢, cos 6) P2 — 52 41202 42 6in2 0 ¢
cp = (cos 6 cos ¢, cos 0 sin ¢, — sin 0)
€y = (—sinfsin ¢, cosf cos ¢, 0) =" (722 41202 4 r2gin2 0 ¢2> _GmM
2 r
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2.Erhaltungssatze

Beispiele ¢ = ;=g +eVi({g}ht), =t =t+eX({g;},1)
t2 t
5= [t Li{a) (dafdt).t) = [ o' L{a}ag/att). | 1=30 57 [0 - X+ LX
o 7 i

4. Die Isotropie des Raumes. Symmetrie: Rotationssymmetrie.
Symmetrietransformationen : Drehungen.

. . G M Erde | ,
L = % (7*2 4+ 726? + r?sin® 0 ¢2) o [ X,
. /
/ / | Sonne| —\\
¢ — @ =¢+e, L(T‘, 0, (rb) — L(T‘, 0, ) N
OL 220 A
— — = mr“sin“6
Py = 3 3 ¢

Die Verschiebung des Azimutalswinkels entspricht einer Drehung um die z-Achse

7 = r(sinf cos ¢,sin @ sin ¢, cos ) — 7 = r(sin 6 cos(¢ + €),sin O sin(¢p + €), cos )

7 =7+ 0F, 6F =8¢ €, x 7]
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2.Erhaltungssatze

Beispiele ¢ — ¢ =q+eV;({g;},t), t—=t' =t+eX{qg}t)

/
to 125

5= / at L({q}, {dq/dt}, t) = / at' L({q'}. {dq'/at'}¢). | 1

t1 th

L
= a—,[\Ili—Xq'i]—l—LX
P 8%

4. Die Isotropie des Raumes. Symmetrie: Rotationssymmetrie.
Symmetrietransformationen : Drehungen.

mir?2 GmM
2 7]

Aber, wir kbnnen um eine beliebige Achse drehen!

L =

v, = €ijkMNiTE — M, = Z aT'\IIi =n-

Der Drehimpuls ist erhalten.
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2.Erhaltungssatze

Beispiele: 5. Die Ahnlichkeitstransformation und das Virialtheorem

[ U(\F) = \"U(7) j P =M, t—t =22/
- m(4” 2—U(F’)—A” m(ar 2—U(F’) = A"L f = \EHn)/2
=5 (5 = > |5 = S =\ S
0= — \2tn)/2g A=1+¢ \17:77, X:(Z;n)t

O:/dt{% [g—é\f'—EX] - (2"2_”)L} :/dt{% [m?.F—E(Q;”)t] - <2‘;”)L}

Um diese Grosse zu interpretieren, ist es nutzlich das Integral Gber einen unendlich
grossen Zeitraum zu mitteln. FUr finite Bewegungen, verschwindet der ersten Term

’ d : —n n
%ﬂo%/dta[mfﬂzo (22 )E:—(2+ )<L>, (L) =(T)—(U), E=(T)+(U)
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