
 Zusammenfassung der ersten Vorlesung
1.  Es geht um die Mechanik.

2.  Jedes mechanische System kann mittels einer Lagrangefunktion charakterisiert werden. 
Die Lagrangefunktion hängt von den verallgemeinerten Koordinaten, den Geschwindigkeiten 
und der Zeit  ab. 

L({qi}, {q̇i}, t)

3.  Die Lagrangefunktion  ist durch die Differenz von kinetischer und potentieller Energie des 
Systems gegeben. 

L = T � U

4.  Integriert man die Lagrangefunktion über die Zeit, bekommt man die Wirkung.  

L =
NX

i=1

mi~̇ ir
2

2
� U(~r1,~r2, ..,~rN )

S[{qi(t)}] =
t2Z

t1

dtL({qi}, {q̇i}, t), t), qi(t1) = qi,1, qi(t2) = qi,2

5.  Die Bahn die die Wirkung minimiert   enspricht   der Bewegung eines 
mechanischen Systems in der Natur.   Diese Bahn ist die Lösung der Euler-Lagrange 
Gleichungen. 

dt

dt

@L

@q̇i
=

@L

@qi
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Die unabhängigen Grössen, welche man braucht um ein mechanisches System vollständig
zu beschreiben nennt man Freiheitsgrade. Die Zahl der Freiheitsgrade ist durch 
Zwangsbedinungen beschränkt. 

 1. Prinzip der kleinsten Wirkung

f(q1, q2, . . . qN , t) = 0

Es gibt zwei Möglichkeiten mit Zwangsbedinungen umzugehen.  Entweder eliminiert man 
abhängige Koordinaten aus der Lagrangefunktion oder man benutzt  Lagrangefaktoren
und ändert damit die  Lagrangefunktion. 

L ! L0 = L+ �f(q1, . . . , qN , t)

d

dt

@L0

@q̇i
=

@L0

@qi

d

dt

@L0

@�̇
=

@L0

@�
) 0 = f(q1, . . . qN , t)
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Ein Beispiel: Wie bewegt sich ein Teilchen auf einer Stange im Gravitationsfeld? Wir nehmen 
an,  dass das Teilchen sich bei t=0 mit null Geschwindigkeit im Punkt 
befindet.   Es gibt kein Reibung.

Wir beginnen  mit der Lagrangefunktion  in kartesischen Koordinaten. 

 1. Prinzip der kleinsten Wirkung

L =
mẋ

2

2
+

mẏ

2

2
�mgy

0 < x < L sin ✓, 0 < y < L cos ✓.

y sin ✓ + x cos ✓ � L sin ✓ cos ✓ = 0

Die Koordinaten x und y sind nicht  unabhängig !

x = s sin ✓, y = L cos ✓ � s cos ✓

Wir können  diese  Abhängigkeit entweder los werden  oder  die Lagrangefaktoren 
benutzen. 

x = 0, y = L cos ✓
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 1. Prinzip der kleinsten Wirkung

L =
mẋ

2

2
+

mẏ

2

2
�mgy

x = s sin ✓, y = L cos ✓ � s cos ✓

a) Zwangsbedinungen explizit eliminieren.  Wir wählen die Länge “s” entlang der Stange 
als die neue Koordinate.

0 < s < L

L =

mṡ2

2

�mg(L cos ✓ � s cos ✓)

ms̈ = mg cos ✓ ) s(t) =
g cos ✓

2

t2

x =

g cos ✓ sin ✓

2

t

2
, y = L cos ✓ � g cos

2
✓

2

t

2

ẋ = ṡ sin ✓, ẏ = �ṡ cos ✓
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 1. Prinzip der kleinsten Wirkung

L =
mẋ

2

2
+

mẏ

2

2
�mgy

b). Lagrangefaktoren

L =

mẋ

2

2

+

mẏ

2

2

�mgy + � (y sin ✓ + x cos ✓ � L sin ✓ cos ✓))

y sin ✓ + x cos ✓ � L sin ✓ cos ✓ = 0

y sin ✓ + x cos ✓ � L sin ✓ cos ✓ = 0

mẍ = � cos ✓ mÿ = �mg + � sin ✓

ÿ sin ✓ + ẍ sin ✓ = 0

mÿ = �mg � sin

2 ✓

cos

2 ✓
mÿ

ẍ = g cos ✓ sin ✓

ÿ = �g cos2 ✓

x =

g cos ✓ sin ✓

2

t

2 y = L cos ✓ � g cos2 ✓

2

t2

@L

@�
= 0
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 1. Prinzip der kleinsten Wirkung

c) Das zweite newtonsche Gesetz. 

 Zwei Kräfte: Die Gravitationskraft und die Zwangskraft.    

Die Zwangsskraft wirkt orthogonal zur der Stange, d.h. sie hat keine Komponente  
entlang der Stange.  Die Komponente der Gravitationskraft entlang der Stange 
bestimmt die Bewegung des Teilchens.

F|| = mg cos ✓

ms̈ = mg cos ✓

s = g cos ✓
t2

2
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 1. Prinzip der kleinsten Wirkung
Zwei allgemeine Bemerkungen.

1)  Sind die Zwangsbedinungen  von Geschwindigkeiten abhängig, muss man die 
abhangige Grösse aus der Lagrangefunktion eliminieren; Lagrangefaktoren kann man 
in diesem Fall nicht benutzen.

2)  Die Lagrangefunktion eines mechanischen Systems ist nur bis auf die totale 
Zeitableitung einer beliebigen Funktion von verallgemeinerten Koordinaten definiert. 

S =

t2Z

t1

dt L(q, q̇, t), q(t1) = q1, q(t2) = q2

Snew =

t2Z

t1

dt

✓
L(q, q̇, t) +

d

dt
f(q, t)

◆
= S + f(q2, t)� f(q1, t)

L(q, q̇, t) ! L(q, q̇, t) +
d

dt
f(q, t)

Keine Abhangigkeit von 
der Geschwindigkeit ! 

�Snew = �S Identische Bewegungsgleichungen !
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Wo kommt  der Prinzip den kleinsten Wirkung  her ? ~ ""g7
VO1.UME 20, NUMBER 2 Aran. , 1948

Space- . . ime A~~~iroac. i 1:o .5 on-. le. .a1:ivistic
4 uantuns .V. :ec.zanies
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Cornell University, Ithaca, Veto York

Non-relativistic quantum mechanics is formulated here in a different way. It is, however,
mathematically equivalent to the familiar formulation. In quantum mechanics the probability
of an event which can happen in several different ways is the absolute square of a sum of
complex contributions, one from each alternative way. The probability that a particle will be
found to have a path x(t) lying somewhere within a region of space time is the square of a sum
of contributions, one from each path in the region. The contribution from a single path is
postulated to be an exponential whose (imaginary) phase is the classical action (in units of h)
for the path in question. The total contribution from all paths reaching x, t from the past is the
wave function P(x, t). This is shown to satisfy Schroedinger's equation. The relation to matrix
and operator algebra is discussed. Applications are indicated, in particular to eliminate the
coordinates of the field oscillators from the equations of quantum electrodynamics.

I. INTRODUCTION
; 'I is a curious historical fact that modern
& - quantum mechanics began with two quite
di8'erent mathematical formulations: the differ-
ential equation of Schroedinger, and the matrix
algebra of Heisenberg. The two, apparently dis-
similar approaches, were proved to be mathe-
matically equivalent. These two points of view
were, destined to complement one another and
to be ultimately synthesized in Dirac's trans-
formation theory.
This paper will describe what is essentially a

third formulation of non-relativistic quantum
theory. This formulation was suggested by some
of Dirac's' ' remarks concerning the relation of

classical action' to quantum mechanics. A proba-
bility amplitude is associated with an entire
motion of a particle as a function of time, rather
than simply with a position of the particle at a
particular time.
The formulation is mathematically equivalent

to the more usual formulations. There are,
therefore, no fundamentally new results. How-
ever, there is a pleasure in recognizing old things
from a new point of view. Also, there are prob-
lems for which the new point of view offers a
distinct advantage. For example, if two systems
A and 8 interact, the coordinates of one of the
systems, say 8, may be eliminated from the
equations describing the motion of A. The inter-

' P. A. M. Dirac, The Principles of Quantum 3Eeohanics
(The Clarendon Press, Oxford, 1935), second edition,
Section 33; also, Physik. Zeits. Sowjetunion 3, 64 (1933).' P. A. M. Dirac, Rev. Mod. Phys. 1'7, 195 (1945).

3 Throughout this paper the term "action" will be used
for the time integral of the Lagrangian along a path.
%'hen this path is the one actually taken by a particle,
moving classically, the integral should more properly be
called Hamilton's 6rst principle function.

367

Quanten Mechanik:  alle Bahnen sind erlaubt und kann auch in der Natur  passieren. 
Die Wahrscheinlichkeiten  das ein Bahn verfolgt wird unterscheiden sich aber 
gewaltig.  

P ⇠ eiS/~ ~ = 1.0545718⇥ 10�34m2kg/s
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 2. Erhältungssätze
Zeitunabhängige Funktionen von Koordinaten und Geschwindigkeiten des Systems und 
auch von der Zeit,  heissen Bewegungsintegrale.

Ein Beispiel:  Zeitunabhängige Lagrangefunktion L = L({qi}, {q̇i})

dL

dt
=

X @L

@qi
q̇i +

X @L

@q̇i
q̈i

@L

@qi
=

d

dt

@L

@q̇i

dL

dt
=

X d

dt

✓
@L

@q̇i

◆
q̇i +

X @L

@q̇i
q̈i =

X d

dt

✓
@L

@q̇i
q̇i

◆
) d

dt

✓X @L

@q̇i
q̇i � L

◆
= 0.

E =
X @L

@q̇i
q̇i � LDiese Grösse nennt man die Energie des Systems: 

L = T � U({qi}), T =
1

2

X
m↵�({qi})q̇↵q̇� ) E = T + U

I ⌘ I({qi}, {q̇i}, t) , dI

dt
= 0

Falls ein mechanisches System durch eine zeitunabhängige  Lagrangefunktion  beschrieben 
wird, ist für dieses System die Energie eine erhaltende Grösse. 
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Die Bewegungsintegrale sind eng mit den Symmetrien der Wirkung verbunden. Was das 
genau bedeutet, zeigt das Noether-Theorem.

 2. Erhaltungssätze

qi ! q0i = qi + ✏ i({qj}, t), t ! t0 = t+ ✏X({qj}, t)

Noether-Theorem: Wir betrachten ein mechanischen System, dessen Wirkung invariant 
unter der folgende infinitesimale Transformationen ist  

S =

t2Z

t1

dt L({q}, {dq/dt}, t) =
t02Z

t01

dt0 L({q0}, {dq0/dt0}, t0).

Dann  ist die Grösse erhalten (d.h. zeitunabhängig)I =
X

i

@L

@q̇i
[ i �Xq̇i] + LX

+O(✏2)

✏ ⌧ 1
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Wir wollen die ``neue’’ Wirkung mit Hilfe der ``alten’’ Koordinaten ausdrücken

 2.Erhaltungssätze

qi ! q0i = qi + ✏ i({qj}, t), t ! t0 = t+ ✏X({qj}, t)

S =

t2Z

t1

dt L({q}, {dq/dt}, t) =
t02Z

t01

dt0 L({q0}, {dq0/dt0}, t0).

dt0 = dt

✓
1 + ✏

dX

dt

◆
dq0i
dt0

=
d(qi + ✏ i)

dt
�
1 + ✏dXdt

� = q̇i + ✏


d i

dt
� dX

dt
q̇i

�
+O(✏2).

L({q0}, {dq0/dt0}, t0) ⇡ L({q}, {q̇}, t) + ✏X
@L

@t
+ ✏

X

i


@L

@qi
 i +

@L

@q̇i

d i

dt
� @L

@q̇i

dX

dt
q̇i

�
+O(✏2)

S0 =

t02Z

t01

dt0 L({q0}, {dq0/dt0}, t0) =
t2Z

t1

dt

✓
1 + ✏

dX

dt

◆
L({q0}, {dq0/dt0}, t0)

0 = S0 � S = ✏

t2Z

t1

dt

(
dX

dt
L+

@L

@t
X +

X

i


@L

@qi
 i +

@L

@q̇i

✓
d i

dt
� dX

dt
q̇i

◆�)
+O(✏2)
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Um das Bewegungsintegral zu extrahieren, mussen wir die totale Zeitableitung in der obigen 
Formel identifizieren.  Dieser Schritt gilt nur für Bahnen, die die Euler-Lagrange Gleichungen 
erfüllen. 

 2. Erhaltungssätze

0 =

t2Z

t1

dt

(
dX

dt
L+

@L

@t
X +

X

i


@L

@qi
 i +

@L

@q̇i

✓
d i

dt
� dX

dt
q̇i

◆�)

@L

@qi
 i +

@L

@q̇i

d i

dt
BG
=

d

dt


@L

@q̇i

�
 i +

@L

@q̇i

d i

dt
=

d

dt


@L

@q̇i
 i

�

dL

dt
=

@L

@t
+
X

i

@L

@qi
q̇i +

@L

@q̇i
q̈i

BG
=

@L

@t
+

X

i

d

dt


@L

@q̇i

�
q̇i +

@L

@q̇i
q̈i

dX

dt
L+

@L

@t
X �

X

i

@L

@q̇i


dX

dt
q̇i

�
=

d

dt
[LX]�X

dL

dt
+

@L

@t
X �

X

i

@L

@q̇i


dX

dt
q̇i

�

=
d

dt
[LX]�

X

i


d

dt


@L

@q̇i

�
q̇iX +

@L

@q̇i
q̈iX +

@L

@q̇i
q̇i
dX

dt

�
=

d

dt

"
LX �

X

i

@L

@q̇i
q̇iX

#

0 =

t2Z

t1

dt
d

dt

"
X

i

@L

@qi
 i + LX �

X

i

@L

@q̇i
q̇iX

#
) I =

X

i

@L

@q̇i
[ i �Xq̇i] + LX = const
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Beispiele

 2.Erhaltungssätze

qi ! q0i = qi + ✏ i({qj}, t), t ! t0 = t+ ✏X({qj}, t)

1. Zeitunabhangigkeit der Lagrangefunktion. Symmetrie:   Homogenität der Zeit.                                                    
Symmetrietransformation: Zeitverschiebung

S =

t2Z

t1

dt L({q}, {dq/dt}, t) =
t02Z

t01

dt0 L({q0}, {dq0/dt0}, t0).

qi ! q0i = qi, t ! t0 = t+ ✏, )  i = 0, X = 1

E =
X @L

@q̇i
q̇i � L

2. Unabhängigkeit der Lagrangefunktion von einer Koordinate (man nennt diese Koordinate 
zyklisch) .   Symmetrie: Homogenität des Raumes.    
Symmetrietransformation: Koordinatenverschiebung.

q1 ! q01 = q1 + ✏, qi 6=1 ! q0i = qi, t ! t0 = t, )  1 = 1,  i 6=1 = 0, X = 0.

L = L(q2, . . . , qN , q̇1, q̇2, .., ˙qN , t)

L = L(q1, q2, . . . , qN , q̇1, q̇2, .., ˙qN )

p1 =
@L

@q̇1

Die Energie ist erhaltend dE

dt
= 0

Der ensprechenden Impuls  ist erhaltend
dp1
dt

= 0

I =
X

i

@L

@q̇i
[ i �Xq̇i] + LX
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Beispiele

 2.Erhaltungssätze

qi ! q0i = qi + ✏ i({qj}, t), t ! t0 = t+ ✏X({qj}, t)

3.  Geschlossene Systeme.   Symmetrietransformation: Verschiebung des  
Koordinatenursprung.

S =

t2Z

t1

dt L({q}, {dq/dt}, t) =
t02Z

t01

dt0 L({q0}, {dq0/dt0}, t0).

Die Folge:  Der Schwerpunkt eines  geschlossenen Systems bewegt sich mit konstanter 
Geschwindigkeit

Der Gesamtimpuls des Systems ist erhalten

L =
NX

i=1

mi~̇ ir2

2
�
X

ij

Uij(~ri � ~rj) ~ri ! ~r0i = ~ri + ~✏, ~t0 = ~t,  j
i = 1.

~P
tot

=
NX

i=1

@L

@~̇ri
=

NX

i

mi~̇ri
d

dt
~P
tot

= 0

~R =

NP
i=1

mi~ri

NP
i=1

mi

d

dt
~R =

NP
i
mi~̇ri

NP
i=1

mi

=
~P
tot

M
tot

= ~V

I =
X

i

@L

@q̇i
[ i �Xq̇i] + LX
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Beispiele

 2.Erhaltungssätze

qi ! q0i = qi + ✏ i({qj}, t), t ! t0 = t+ ✏X({qj}, t)

4.  Die Isotropie des Raumes.  Symmetrie: Rotationssymmetrie. 
Symmetrietransformationen : Drehungen. 

S =

t2Z

t1

dt L({q}, {dq/dt}, t) =
t02Z

t01

dt0 L({q0}, {dq0/dt0}, t0).

L =
m~̇r2

2
� GmM

|~r|

Die Erde im Gravitationsfeld der Sonne. Die potentielle 
Energie  der Erde ist unabhängig von der Richtung des 
Ortsvektors. 

~r = r(sin ✓ cos�, sin ✓ sin�, cos ✓)

˙~r = ṙ
~r

r
+ r ˙✓(cos ✓ cos�, cos ✓ sin�,� sin ✓) + r ˙�(� sin ✓ sin�, cos ✓ cos�, 0) )

˙~r = ṙ~er + r ˙✓~e✓ + r ˙�~e�

~er = (sin ✓ cos�, sin ✓ sin�, cos ✓)

~e✓ = (cos ✓ cos�, cos ✓ sin�,� sin ✓)

~e� = (� sin ✓ sin�, cos ✓ cos�, 0)

~ei · ~ej = �ij , i, i 2 {r, ✓,�}

~̇r2 = ṙ2 + r2✓̇2 + r2 sin2 ✓ �̇2

L =
m

2

⇣
ṙ2 + r2✓̇2 + r2 sin2 ✓ �̇2

⌘
� GmM

r

I =
X

i

@L

@q̇i
[ i �Xq̇i] + LX
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Beispiele

 2.Erhaltungssätze

qi ! q0i = qi + ✏ i({qj}, t), t ! t0 = t+ ✏X({qj}, t)

S =

t2Z

t1

dt L({q}, {dq/dt}, t) =
t02Z

t01

dt0 L({q0}, {dq0/dt0}, t0).

L =
m

2

⇣
ṙ2 + r2✓̇2 + r2 sin2 ✓ �̇2

⌘
� GmM

r

� ! �0 = �+ ✏, L(r, ✓,�) = L(r, ✓,�0)

p� =
@L

@�̇
= mr2 sin2 ✓ �̇

~r = r(sin ✓ cos�, sin ✓ sin�, cos ✓) ! ~r0 = r(sin ✓ cos(�+ ✏), sin ✓ sin(�+ ✏), cos ✓)

Die Verschiebung des Azimutalswinkels  entspricht  einer Drehung um die z-Achse

~r0 = ~r + �~r, �~r = �� [~ez ⇥ ~r]

I =
X

i

@L

@q̇i
[ i �Xq̇i] + LX

4.  Die Isotropie des Raumes.  Symmetrie: Rotationssymmetrie. 
Symmetrietransformationen : Drehungen. 
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Beispiele

 2.Erhaltungssätze

qi ! q0i = qi + ✏ i({qj}, t), t ! t0 = t+ ✏X({qj}, t)

S =

t2Z

t1

dt L({q}, {dq/dt}, t) =
t02Z

t01

dt0 L({q0}, {dq0/dt0}, t0).

Aber, wir können um eine beliebige Achse drehen !

L =
m~̇r2

2
� GmM

|~r|

~r0 = ~r + �~r, �~r = �� [~ez ⇥ ~r] ! �~r = �� [~n⇥ ~r]

~̇r
0
= ~̇r + �̇~r, �~̇r = �� [~n⇥ ~̇r]

~r2 ! ~r02, ~̇r ! ~̇r0, L(~̇r,~r, t) = L(~̇r0,~r0, t)

 i = ✏ijknjrk ! Mn =
X @L

@ri
 i = ~n · [~r ⇥ ~p]

~M = [~r ⇥ ~p]Der Drehimpuls ist erhalten.

I =
X

i

@L

@q̇i
[ i �Xq̇i] + LX

4.  Die Isotropie des Raumes.  Symmetrie: Rotationssymmetrie. 
Symmetrietransformationen : Drehungen. 
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Beispiele:  5. Die Ahnlichkeitstransformation und das Virialtheorem

 2.Erhaltungssätze

U(�~r) = �nU(~r) ~r ! ~r0 = �~r, t ! t0 = �(2�n)/2t

L0 =
m

2

✓
d~r0

dt

◆2

� U(~r0) = �n

"
m

2

✓
d~r

dt

◆2

� U(~r0)

#
= �nL S0 = �(2+n)/2S

0 = S0 � �(2+n)/2S � = 1 + ✏ ~ = ~r, X =
(2� n)

2
t

Um diese Grosse zu interpretieren, ist es nützlich das Integral über einen unendlich 
grossen  Zeitraum zu mitteln. Für finite  Bewegungen, verschwindet der ersten Term

lim
T!1

1

T

TZ

0

dt
d

dt

h
m~r~̇r

i
= 0

0 =

Z
dt

⇢
d

dt


@L

@~̇r
~ � EX

�
� (2 + n)

2
L

�
=

Z
dt

⇢
d

dt


m~̇r · ~r � E

(2� n)

2
t

�
� (2 + n)

2
L

�

(2� n)

2
E = � (2 + n)

2
hLi, hLi = hT i � hUi, E = hT i+ hUi

hT i = n

2
hUi
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