5. Die Zusammenfassung
Kleine Schwingugen in Systemen mit vielen Freiheitsgraden L= Z a;;({¢:})d:g; — U({a:})
(4]

. 1 .
1. Wir sollen die Matrizen /i und & finden; L= > [mijﬁiﬁj - kz‘jﬁz‘ﬁi] £ = q; — Qo
]

2. die untere Gleichung l6sen um N Eigenfrequenzen zu finden;

det [—wzfn + I::] =0

3. danach diese Gleichung |[6sen um N Eigenamplituden zu finden. Wir normieren die
Amplituden so dass sie “orthogonormal” sind.

(—w;?m + k) d; =0, 1<s<N. a® )mz-jag-s) = 03¢
Danach bekommen wir N Eigenschwingugen des Systems 53 = @z cos(wst + ¢s), 1< s<N.
N
4. Wir fihren Normalkoordinaten {rs} ein und ¢ = Z'r (9
bekommen eine stark vereinfachte Lagrangefunktion L poa s
1 .. N P2 w?r? rs(t) = Cs cos (wst + ¢s)
L=3 %: [mz‘jéz'ﬁj - kz‘jﬁifj] = ;Lsa Li=3 - =5

N
&i(t) = Z Csa,gs) cos (wst + ¢s)
5. Symmetrien die Lagrangefunktion kénnen helfen die s=1
Normalkoordinaten und Eigenfrequenzen zu bestimmen.



5. Kleine Schwingungen

Anharmonische Schwingungen:

Die universelle potentielle Energie der Schwingungen erhalt man immer durch die
Entwicklung allgemeiner potentieller Energie um Gleichgewichtspunkt bis zu zweiter

Ordnung.
\ /
mi? mz? mw?x? Vix /
- — — * — _ (x) /
L=——-U(a) L== 5 @/ N\
=T —ay
dU d2U O X0 X
1
U(x) =U(xg) + d;x) e (x —x0) + 5 d:z;(f) e (z —20)* + O((x — 70)°)
Der erste Term der Entwicklung ist eine Konstante — irrelevant flr 42U (z) :
Bewegungsgleichungen; der zweite Term ist Null weil xo ein 172 = Mw

Minimum ist; der dritte Term bleibt als fihrender Beitrag.
z(t) = a cos(wt + @)

Falls wir die potentielle Energie besser beschreiben wollen, bekommen wir zusatzliche Terme
in der Taylorentwicklung. Die potentielle Energie kann also als ein Polynom beschrieben werden.

180
6 d:1I3 =T

1
2 d.’L'z T=xq

U(z) = Ul(zo) + & + E+0("), E=z-19
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.2 2.2 3 4
Unsere Modell fir diese Situation ist: £ = T$ _ mwzozv _ mc;a: _ mix

Wie unterscheidet sich die Bewegung von einer harmonischen?
&+ wax = 0 = z(t) = acos(wot + @)
Anharmonische Beitrage zur potentiellen Energie sind klein, kleiner, viel kleiner.. und so weiter
waz® > ax® > Bx?

Um diese Hierarchie klar zu machen, schreiben wir die Lagranfunktion um, indem wir einen
kleinen Parameter € explizit einfihren

I _ mi?  mwiz?  meaz® me? Bzt
2 2 3 1

Wir méchten die Stérungstheorie in dem Parameter ¢ <« 1 entwickeln. D.h. wir wollen die

Losung der Bewegungsgleichungen als eine Naherung darstellen welche man systematisch
verbessern kann.

z(t) = 2o(t) + ex1(t) + 22(t) + O(%)
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Die Bewegungsgleichungen sind gegeben durch I — mi? mngz _ meax®  me Pz’

2 2 3 4

i+ wir = —eax? — 2 B2°

Wir stellen uns vor, dass wir die Trajektorie x(t) und auch die Frequenz als eine Taylorreihe in
e < 1 schreiben kdnnen:

z(t) = 2o(t) + ex1(t) + 22(t) + O(%) w? = Wi + ewi + ws + ...
Um das explizit zu machen, schreiben wir die Bewegungsgleichung um

i+ wir = —eax® — €Bz° + (W — wd)x

—»  O(e)
und entwickeln beide Seiten ine. Wir férdern dass O(e*), k=0,1,2,... Beitrage auf beiden
Seiten gleich sind. Das fuhrt zu einer Reihe von Gleichungen

> Lpe* =) Rpe*, Lp=Ry, Vk

x() T CUQZ'() — O7 O(GO) ﬁ To = acos(wt)

71+ w?xy = —axg + w%xo, (9(61) Wir ignorieren eine mégliche Phase
.. 2 3 9 9 9 um die Rechnung zu vereinfachen.
Ty + wre = —2azor1 — By + Wiz +wixg, O(e”)
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Die Bewegungsgleichungen, noch ein mal.

330 i w2.fl§'0 — O, O(EO) ﬁ o = CI,COS(wt)
( T 4+ w?r) = —ax] + wizg, O(eh) )
Ty + w?re = —2axx1 — Brh + wiry +wize, O(?)

Zweite Naherung:

2
O(e') : 21 + w1 = —aa® cos®(wt) + wa cos(wt) = —%(1 + cos(2wt)) + wia cos(wt)

Die obigen Gleichung entspricht eine erzwungenden Schwingung. Wir fordern — aus
physikalischen Grinden — dass unharmonische Beitrage zur potentiellen Energie nicht

zu unbegrenzten Wachstum der Schwingungsamplitude fiihren (d.h.. keine Resonanz
ist erlaubt).

aa? aa?
[ wi = 0,] T = ago) -+ agl) cos(2wt), = ago) =03 agl) =2

2

2
| @®  aa
e = [— 52 + 2 cos(2wt)
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2
Dritte N&herung:  O(€?) T = 2o+ €1 T €T+ ...
w? = wcz) + ew% + e2w§ + ...
. 2 0
=0, O
To + WQCCO ) ) (6 )2 ) To = acos(wt) w% =0
T 4+ w ey = —axf +wirg, O(e) 2 2

1 | ad®  aa ot
( Ty + w?re = —2axr) — Brh + wWir) + ngo,) 0 T T |72 T2 cos(2wt)

Die Berechnungen sind ein bisschen komplizierter als vorher aber die Logik ist
identisch: Wir schreiben die rechte Seite so um, dass wir "anregende Kréfte”
identifizieren. Wir fordern wieder dass es keine Resonanz gibt.

3 1 1 1
cos®(wt) = . cos(wt) + = cos(3wt) cos(wt) cos(2wt) = 5 cos(wt) + 5 cos(3wt)
5a’a®  3Ba’ a?a®  Ba’®
. 2 L b o 2 . _
[ Ty + w xy = cos(wt) [6 " 1 +w2a] + cos(3wt) ( 62 1 )

Bedienung dass es Keine Resonanz gibt:

5a2a®  3Ba® 5 baa®  3Ba?
[6w2 Ty +“’24_0 v 2T T2 Ty

2 3 3
Erzwungene Schwinguna: [ ara Ba
g gung To = (48w4 + 32w2) cos(3wt)
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mi?  mwiz? mear® me?Bat

Das Endergebnis: L = = =
¥ 2 2 3 4
i+ wiz = —eax® — B3
2 2 2 3 3
x(t) = acos(wt) + € (—;52 + 252 Cos(2wt)) + €2 (3854 + 3522}2) cos(3wt) + ... .

5a’a? 36@2]

w2:w8—|—e2[6w2 1

Falls Schwingungen anharmonisch sind...

...ist die Schwingugnsfrequenz von der Amplitude abhangig.

...gibt es Frequenzen die proportional zur fiihrenden Frequenz sind  w, 2w, 3w, 4w, ....



