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Aufgabe 1: Unharmonischer Oszillator 8 Punkte

In diese Aufgabe betrachten wir einen unharmonischen Oszillator, der durch die
Hamilton Funktion

2
1
H= 2p—m(1 + efr) + émxzuﬂ(l + eax) , (1)

beschrieben wird, wobei € eine kleine dimensionslose Konstante ist. Mit Hilfe der
erzeugenden Funktion

F =&, P)- XP, 2)

fiihren wir nun eine kanonische Transformation (z, p) — (X, P) aus. Die erzeugende
Funktion ist so definiert, dass die Variation der Wirkung unveréndert bleibt, oder
entsprechend

. F
pi— H(r,p) = PX ~ K(X,P)+ - Q0

wobei K die Hamilton Funktion fiir die neuen Koordinaten ist.

(a) Leiten Sie die folgenden Transformationsgleichungen her:

o o
_ 2 x=2
P=5z’ op

(b) Welche Transformation wird durch ® = xP generiert?
(c) Betrachten wir nun die erzeugende Funktion, mit
® = xP + cax®P + ebP? . (5)

Bestimmen Sie die Werte von a und b, so dass K (X, P), bis zur Ordnung
€2, die Hamilton Funktion eines harmonischen Oszillators ist.

(d) Driicken Sie z(t) durch die bekannten sinusférmigen Losungen des harmoni-
schen Oszillators aus.
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Aufgabe 2: Oberfliche im Phasenraum 12 Punkte

Betrachten wir den harmonischen Ostzillator, der durch die Hamilton Funktion

2
1
H= 2p—m + Em:z:QwQ (1)

beschrieben wird.

(a) Uberpriifen Sie, dass

2F
=/ — sin(wt + o) , p = V2Emcos(wt + 6y), (2)

die Hamilton Gleichungen losen.

(b) Skizzieren Sie den Pfad einer Schwingung im (z,p) Phasenraum, und geben
Sie dabei die Abhéngigkeit von F und t an.

(¢) Sei m und w prézise bekannt. Die Energie liege innerhalb des Bereiches
zwischen Fy und Ey+ AFE. Die Zeit liege ebenfalls zwischen tq und tg + At.
Bestimmen Sie den Flécheninhalt der Oberflidche im (x, p) Phasenraum in
dem sich das Teilchen befinden kann. (AE und At sind klein.)

Hinweis: Betrachten Sie die Anderung einer infinitesimalen Oberfléiche unter
Variablensubstitution.

(d) Fithren wir nun eine kanonische Transformation, zu den neuen Variablen X
und P aus, die durch die erzeugende Funktion

F = %xQ cot(X), (3)

definiert ist. (Hierbei ist cot der Kotangens cot(z) = cos(z)/sin(z).)
Finden Sie Ausdriicke fiir x und p in Abhéngigkeit von X und P.

(e) Finden Sie Ausdriicke fiir X und P.

(f) Skizzieren Sie den Pfad einer Schwingung im (X, P) Phasenraum, und
berechnen Sie den Flacheninhalt der Oberflache auf der sich das Teilchen
befinden kann, falls es die vorher besprochene AE und At Unbestimmtheit
besitzt.

https://www.ttp.kit.edu/courses/ss2018/theob/start Seite 2 von 2



