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Aufgabe 1: Storung der Bahn 9 Punkte

In dieser Aufgabe betrachten wir die Auswirkung von kleinen Stérungen einer
kreisformige Bahn in einem Zentralpotential.

(a) Ein Teilchen (der Masse m) bewegt sich in einer Ebene, die durch Polarkoor-
dinaten r und € beschrieben wird, in Gegenwart von einem Zentralpotential
U(r). Zeigen Sie, dass die Lagrange Funktion durch L = %m(%2+r26’2) —U(r)
gegeben ist.

(b) Betrachten wir nun den Fall einer Potenzreihe U(r) = —ar'™". Skizzieren
Sie das effektive Potential fiir verschiedene Werte von n.

(¢) Was ist das Verhéltnis zwischen R, Q, n, m und a fiir den Fall, dass sich
das Teilchen auf einer kreisformigen Bahn mit konstantem Radius R und
konstanter Kreisfrequenz 2 bewegt?

(d) Betrachten wir jetzt eine kleine Stérungen der Bahn, sodass r = R + €p und
0 = Qt + e¢, wobei € ein kleiner Parameter ist. Zeigen Sie, dass in diesem
Fall die Lagrange Funktion durch

1 :
L= 5a(1 +n)R"" + emR*Q¢ (1)

62

+ 5 (aR—"—l(n2 —1)p* 4+ m(R*? + p* + 49Rgz5p)) + O(€?)

gegeben ist.

(e) Leiten Sie die Bewegungsgleichungen des Teilchens in den neuen Koordinaten
her.

(f) Machen Sie einen Ansatz der Form exp(iwt) fiir p und ¢, sodass p = iwp,
= —w?p, ¢ =iwe, p = —w?¢ gilt. Zeigen Sie, dass mit diesem Ansatz die
Bewegungsgleichungen als Aj1p+ Aj2¢ = 0 und Ay p+ Asep = 0 geschrieben
werden konnen, wobei

A =a(l —n*)R7" — mw?, Ag = —2iwmRS2 ,
A21 = ZZmeQ, A22 = —meRQ. (2)
(g) Zeigen Sie, dass Aj3Asy = AjpAs das Kriterium fiir die Existenz einer
von Null verschiedenen Losungen (fiir den bereits gemachten Ansatz) der

Bewegungsgleichungen ist.
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(h) Zeigen Sie, dass dieses Kriterium w = 0 oder w = £+/3 — n impliziert.

(i) Der benutzte Ansatz war von der Form exp(iwt) und deshalb im allgemeinen
komplex. Geben Sie eine Menge reellwertiger Losungen fiir die zuléssigen
Werte von w an.

(j) Was ist die physikalische Interpretation dieser Losungen? Wie interpretiert
man die imaginare Kreisfrequenz w fiir n > 37

Aufgabe 2: Ein genaueres Pendel 6 Punkte

In dieser Aufgabe betrachten wir ein Pendel der Lange R und
Masse m, wie gezeigt in Abbildung 1.

(a) Konstruieren Sie die Lagrange Funktion fiir das Pendel 0
als Funktion des Winkels #, und bestimmen Sie die Be- R
wegungsgleichung.

(b) Eine iibliche Naherung der Pendelgleichung ist durch 0+
w2 = 0 gegeben, wobei w? = g/R. Diese Niherung ist

fir 6 < 1 giiltig. In dieser Aufgabe betrachten wir den m

néchsten Term in der Kleinwinkelndherung. Zeigen Sie,

dass die Bewegungsgleichung fiir kleine Winkel durch Abbildung 1
0+ wio = ab? (1)

gendhert werden kann. Was ist die Ausdruck fiir o?

(c) Unter der Annahme, dass |¢| < 1 und w; < wy machen wir einen Ansatz
der Form

0(t) = Ag(cos(wt) + ¢(t)) wobel  w=wy+ w; (2)

fiir die Bewegungsgleichung. Zeigen Sie, dass die Bewegungsgleichung fiir ¢
durch

¢+ wio = (A2a/4) cos(3wt) + (2wow; + 3A2a/4) cos(wt) (3)

gendhert werden kann.
Hinweis 1: A2, ¢ und w; sind von der selben Gréfienordnung.
Hinweis 2: Benutzen Sie einen Zusammenhang zwischen cos®(z) und cos(3z).

(d) Die Bewegungsgleichung fiir ¢ impliziert aus physikalischen Griinden, dass

—3A2
w1 = o .

(4)

80)0

Warum ist das so?

(e) Bestimmen Sie ein Losung fiir ¢.
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(f) Skizzieren Sie 6(t)/Ay fiir die harmonische Losung 6(t) = Ag cos(wot) und
fiir die unharmonische Losung Gleichung (2) im selben Diagramm. Zeichnen
Sie dieses Diagramm fiir ein paar verschiedene Werte fiir Ag. Stimmt das
Ergebnis mit Threr Erwartung fiir die Kleinwinkeln&dherung iiberein?

Aufgabe 3: Unharmonischer kinetischer Term 5 Punkte

Ein Ostzillator hat einen kinetischen Term mit einem kleinen Positions-abhéngigen
Beitrag, so dass

L =1im(l+~z)i® — tmwia® . (1)
Wir machen einen Ansatz der Form
z(t) = Acos(wt) + z1(t) (2)

wobei w = wy + wq, und wobei x(t) und w; als klein und von der selben Grofien-
ordnung wie 7 zu betrachten sind.

(a) Benutzen Sie die bekannten Losungsansétze fiir unharmonische Oszillatoren,
und bestimmen Sie w; und z;(¢) in Abhéngigkeit von wy, v und A.
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