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Lesen Sie den folgenden Text zu Beginn der Klausur bitte sorgfiltig durch!

Bitte schreiben Sie oben in jedes Késtchen maximal einen Buchstaben oder eine Ziffer. Schreiben Sie nichts
in die Punktetabelle, sie dient der Korrektur. Schreiben Sie auf jedes Blatt Thren Namen und Thre Matri-
kelnummer und nummerieren Sie Thre Blétter fortlaufend durch. Beginnen Sie fiir jede Aufgabe ein
neues Blatt. Was nicht bewertet werden soll, ist deutlich durchzustreichen. Bitte kennzeichnen Sie die End-
ergebnisse der Teilaufgaben deutlich, z.B. durch doppeltes Unterstreichen. Wenn Sie mehr Papier brauchen,
heben Sie bitte die Hand.

Legen Sie bitte zu Beginn der Klausur IThren Studentenausweis neben sich auf den Tisch; er wird wahrend der
Klausur kontrolliert. Wer seinen Studentenausweis vergessen hat, verwendet einen anderen Lichtbildausweis.
Die Benutzung elektronischer Gerite (Taschenrechner, Mobiltelefone, Tablet-Computer,...) oder anderer
Hilfsmittel (Fachbiicher, Aufzeichnungen, dltere Geschwister...) ist nicht gestattet. b.w.




Wer zur Toilette geht, gibt das Aufgabenblatt und seine Losungen beim Aufsichtspersonal ab und erhélt
alles anschlieend zuriick. Es ist erlaubt, die bearbeitete Klausur vor Ablauf der Bearbeitungszeit von 2
Zeitstunden abzugeben und den Raum zu verlassen. Jedoch: In den letzten 20 Minuten der Bearbeitungszeit
darf niemand mehr den Raum verlassen!

Heften Sie die Blatter mit Thren Losungen der Klausuraufgaben zusammen, mit diesem Deckblatt als erster
Seite. (Die Klausuraufsicht hilft beim Klammern; die Verantwortung fiir die Vollstdndigkeit der eingereichten
Klausur liegt jedoch bei Thnen.) Der Aufgabenzettel muss nicht abgegeben werden. Bitte schreiben Sie auch
keine Losungen auf den Aufgabenzettel. Es gibt keine Punkte auf richtiges Rechnen mit falschem Ansatz!
Hinreichend zum Bestehen der Klausur sind 50 Punkte.

Empfehlung: Lesen Sie unbedingt vor der Bearbeitung der Aufgaben die Formelsammlung durch, damit
Sie auf die richtigen Ideen kommen. Sie diirfen sich ohne Beweis auf diese Formeln beziehen.

Formelsammlung
Integrale:
zdz
— = V¥ -22+C 1
/ Vb2 — 22 W)

Noether-Theorem:

d
QG =gk + g, t =1+ ey, L’:L—i—e&F

Q= Z wk+< )wo— 2)

Euler’sche Bewegungsgleichungen:

©1w1 + (O3 — O2)wows = M (3)

O2w2 + (01 — O3)wiwz = My (4)

O3w3 + (02 — O1)wiwe = M3 (5)
Notenschliissel

‘0—49 50-53 54-37 58-61 62-65 66-69 70-74 75-79 80-84 85-89 90-100
Note‘ 5.0 4.0 3.7 3.3 3.0 2.7 2.3 2.0 1.7 1.3 1.0




Aufgabe 1: Panorama
In dieser Aufgabe geht es um allgemeines Physik-Verstédndnis, es sind nur wenige Rechenschritte notig.

(a) Betrachten Sie L = % (f2 + 72 sin? 6¢? +r292) — V(r,0,t) und geben Sie die Euler-Lagrangeschen

Bewegungsgleichungen fiir die verallgemeinerten Koordinaten r, ¢ und 8 an. (5 Punkte)

(b) (i) Welche Koordinate(n) in Teilaufgabe (a) ist/sind zyklisch? (3P)
(ii) Welche Erhaltungsgrofie(n) gehort/gehoren dazu? (2P) (5 Punkte)

(c) Betrachten Sie die Lagrangefunktion

L sei invariant unter der infinitesimalen Transformation
Py — T, = T + €fl X 7}, fiir jedes k=1...N,

wobei 7 ein fester, zeitunabhingiger Vektor mit 72 = 1 ist.

(i) Berechnen Sie die infinitesimalen Transformationen von 72 und 7 - 7. (2P)

(ii) Berechnen Sie die zugehorige Erhaltungsgrofie Q. (2P)

(iii) Welche physikalische Bedeutung hat Q7 (1P) (5 Punkte)

(d) Die Lagrangefunktion eines Systems aus N Massenpunkten, L(7%, Fk), k =1...N, sei invariant unter
Galilei-Transformationen aller Teilchen. Welche Erhaltungsgréfien gehéren zu
(i) Zeittranslationen (1P),
(ii) rdumlichen Translationen (1P),
(iii) Geschwindigkeitstransformationen (infinitesimal durch 7 — 7%’ = 7 + ewt beschrieben)? (3P)
Sie diirfen die Erhaltungsgréfien ohne Herleitung angeben. (5 Punkte)

Aufgabe 2: Kriftefreier symmetrischer Kreisel

Das korperfeste Koordinatensystem mit den Einheitsvektoren €7, €, €5 liege so im Schwerpunkt eines krif-
tefreien symmetrischen Kreisels, dass €3 in Richtung der Symmetrieachse zeigt. Die anderen beiden Achsen
€1, €9 sind zueinander und zu €3 orthogonal. Die Haupttrigheitsmomente sind ©; = ©3 = © und Og.

(a) Stellen Sie die Euler’schen Bewegungsgleichungen auf und lésen Sie diese fiir die Komponenten w; der
momentanen Drehachse & im korperfesten Koordinatensystem mit allgemeinen Anfangsbedingungen.
Welche Bewegung beschreiben die Vektoren wks, EKS im korperfesten Koordinatensystem?

(10 Punkte)

(b) Betrachten Sie nun die Bewegung in einem raumfesten Koordinatensystem. Schreiben Sie dazu die
Vektorgleichungen

3
5= wa(), L=> Li&(t),
i=1 2

mit den Komponenten w;, L; im korperfesten Koordinatensystem, und finden Sie einen Zusammenhang
zwischen o, L, €5(t). Wie bewegen sich & und €3 um den (zeitlich konstanten) Vektor L? Benutzen Sie
dazu die Bewegungsgleichung fiir im korperfesten Koordinatensystem konstante Vektoren

—

des
— =@ X €és.

dt
(10 Punkte)



Aufgabe 3: Schliimpfe auf der Flucht

Vor Gargamel fliichtende Schliimpfe durchqueren eine sumpfige (z,y)- Y (z2,Y2)

Ebene, um einen parallel zur y-Achse verlaufenden geraden Waldweg zu

erreichen. Die Geschwindigkeit v = v(y), mit der sie laufen kénnen, hangt Waldweg

von y, aber nicht von x ab. Die Schliimpfe befinden sich zum Zeitpunkt

t =0 bei (z1,0) und mochten in moglichst kurzer Zeit T ihr Fluchtfahrzeug -

bei (x2,y2) erreichen. Dabei ist zo > x1 > 0 und yy > 0. (21,0) ‘ ‘ g

(a) Formulieren Sie das Variationsproblem um den Weg y(z), der die Zeit 7' minimiert, zu finden. Benut-
zen Sie dazu dt = U‘(i;) mit dem Wegelement ds = 4/(dz)? + (dy)? und bestimmen Sie die Funktion

F(y (), y(x),z) in

- [ Cde (@), y(z), ) (6)

1

(3 Punkte)
(b) Berechnen Sie die Erhaltungsgrofie
OF
H=y_— —F 7
Yo (7)
(2 Punkte)
(c) Losen Sie die Gleichung H = —1/¢, wobei ¢ > 0 eine Konstante ist, nach 3/ auf. (2 Punkte)

d) Betrachten Sie ab jetzt den Spezialfall v(y) = ay + vg mit vy > 0 sowie < > —-L. Lisen Sie die in
o Y2
(c) aufgestellte Differentialgleichung, um y(x) fiir die gegebenen Anfangsbedingungen zu bestimmen.

Eliminieren Sie anschliefend ¢ zugunsten von w = /c? — v3. (5 Punkte)
(e) Eliminieren Sie w zugunsten von xa — z1 und yz. (3P)

Fiir welche Werte von a/vg hat das Problem eine Losung? (1P) (4 Punkte)
(f) Bestimmen Sie T'. Sie brauchen dabei w nicht durch xs — 21 und y, auszudriicken. (4 Punkte)



Aufgabe 4: Rad mit Unwucht

FEin Eisenbahnrad mit Radius R rollt in positiver z-Richtung, die Koor-
dinaten der Radnabe sind also "N = (zn,2x)7 = (R, R)T, wobei ¢ der
Abrollwinkel ist. Das Rad habe die Masse M und das Trigheitmoment z
6 = MR?/2. Am Rand des Rades ist eine Masse m fixiert, deren Ortsvektor

= () -r(7m) ® (#

ist. Die Bewegung verlduft im Schwerefeld —ge,. x

(a) Berechnen Sie die kinetische Energie 7" und die potentielle Energie V. (2 Punkte)

(b) Stellen Sie die Euler-Lagrange’sche Bewegungsgleichung fiir ¢ auf und 16sen Sie sie nach é auf.

(c)

(3 Punkte)
Driicken Sie $? durch ¢, m, M, R, g und die Gesamtenergie E aus. Eliminieren Sie dann F zugunsten
von wy = ¢(¢ = 0), der Winkelgeschwindigkeit bei ¢ = 0. (2 Punkte)

(d) In dieser und den folgenden Teilaufgaben betrachten wir den Fall m < M.

(e)

(f)

Auf m wirken neben der Gewichtskraft zwei Zwangskrifte, die Zentripetalkraft und die Zwangskraft
Z) | die die Schiene auf das Rad ausiibt. Betrachten Sie mZ und identifizieren Sie die z-Komponente
Z £S). Driicken Sie Z ,§S) durch ¢ aus (d.h. eliminieren Sie é und ¢, wobei Sie zur Ordnung m /M entwickeln
diirfen). (5 Punkte)
Bestimmen Sie bei vorgegebenem wy und R den kleinsten Wert fiir m/M, der zum Verlust des Rad-
Schiene-Kontakts fithrt. Bei welchen Winkeln ¢ 16st sich das Rad dann ab? Geben sie dieses kritische
m/M fiir das numerische Beispiel R = 0,5m, wg = 10057}, g = 10 5 an (auf 2 signifikante Stellen
gerundet). (3 Punkte)

Bestimmen Sie ¢(t), entwickelt bis zur Ordnung m/M, fiir den Fall, dass das Rad noch Kontakt zur
Schiene hat. Wihlen Sie dabei als Anfangsbedingungen ¢(t = 0) = 0 und ¢(t = 0) = wo.

2
Hinweis: Bestimmen Sie in ¢(t) = ¢(*)(¢) + cb(l)(t)% +0 <<J\n/:bf> > zuniichst ¢(©)(t). (5 Punkte)



Aufgabe 5: Perle auf rotierendem Draht

Eine Perle der Masse m gleitet reibungsfrei und unter dem
Finfluss der Schwerkraft auf einem ringférmigen Draht mit dem R
Radius R, welcher seinerseits mit konstanter Winkelgeschwin-
digkeit & parallel zu § um seinen Durchmesser rotiert.

ol

(a) Stellen Sie die Hamiltonfunktion und die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen fiir ¢ = 6 und py = %
auf. (5 Punkte)

(b) Bestimmen Sie die kritische Winkelgeschwindigkeit €2, unterhalb derer der tiefste Punkt des Drahtes
eine stabile Gleichgewichtslage der Perle ist.
Hinweis: Schreiben Sie die Hamiltonfunktion als H = % + Uest (0) und untersuchen Sie das Verhalten
von Ueg(0). (5 Punkte)

(c) Bestimmen Sie die stabile Gleichgewichtslage fiir w > Q.
(Damit ist die Losung 6 = 6y = const. gemeint.) (5 Punkte)

(d) Entwickeln Sie (fiir w > Q) Ueg(6) um 6 = 6y bis zur Ordnung (6 — 6p)?, so dass Sie das Potential eines
harmonischen Oszillators finden. Geben Sie die Kreisfrequenz kleiner Schwingungen der Perle um die
Gleichgewichtslage an. (5 Punkte)



1 Losungen Aufgabe 1

1.1 Loésung (a), 5P

Die Euler-Lagrange’schen Bewegungsgleichungen lauten

doL oL . 9 . 9 o OV

Tar oy =M mr¢”sin® 0 — mré* + 5 =0, [2P] (9)
(izg - gfb/ = % (mTQ(J.SSiIF 9) = 2mr7'“¢5 sin® 6 + mr2$sin2 0+ 2mr2q.bé cosfsind =0, [1P] (10)
d 0L 0L L o9 99 i oV

—— = =2 — — = 2P 11
o6 a8 mrr6 + mr<0 — mr<¢* cos 6sin 6 + 50 0 [2P] (11)

[im zweiten Term muss die totale Zeitableitung nicht unbedingt ausgefiihrt werden)]

1.2 Losung (b), 5P

(i), 3P: Die Koordinate ¢ ist zyklisch [da L nur von ¢ abhingt] .
(i), 2P: Deshalb ist die z-Komponente des Drehimpulses py = %
des Drehimpulses’ ist explizit Teil der Lésung, nur 'Drehimpuls’ ist falsch] .

= mr2¢sin 0 erhalten ['z-Komponente

1.3 Lésung (c), 5P
(i), 2P: Da 7 (A x ¥) =i - (7 x ¥) = 0, folgt
TP =T+ O(?), [LP] (12)
ﬁ-T_‘)k—>’r_i-’Fk, [IP] (13)

[d.h. 72 und i - 77, sind invariant] .

(ii), 2P: Mit dem Noether-Theorem aus der Formelsammlung und ¢y = F = 0 ist

—

Q:Zai.(ﬁxfk):zg?k-(ﬁxfk)ZZ(@xﬁk)-ﬁ:L'ﬁ (14)
k

B ory, P

[1P], wobei L = 3", 7% x pj der Gesamtdrehimpuls ist [1P; kann auch bei (iii) bewertet werden] .
(iii), 1P: Der Drehimpuls entlang des Vektors 7 ist erhalten [I_: ist nicht notwendigerweise erhalten, da
7i fest ist nach Aufgabenstellung] .

1.4 Losung (d), 5P

(i), 1P: (Gesamt-)Energieerhaltung .

(ii), 1P: (Gesamt-)Impulserhaltung .

(iii), 3P: Q = (Pt — M7,) - @ mit Gesamtimpuls P, Gesamtmasse M, Schwerpunktkoordinate 7 und einem
beliebigen Einheitsvektor @ [Falls ,, Erhaltungsgrofe ist Schwerpunktbewegung® o.4. geschrieben wurde, gibt
es nur 1P] .



2 Losungen Aufgabe 2

2.1 Losung (a), 10P
Die Eulerschen Gleichungen fiir M =0 und ©1 = O = O lauten
Ow; + (O3 — O) waws =0,

@d}g — (@3 — @) wWiws = 0,
@30()3 =0

[1P] . Dies gibt ws = konstant [1P] und Ableiten der ersten Gleichung fithrt zu
W1 +wwe =0,
d)g — cbwl =0 y

[1P] mit

O3 — O
)

w = w3 .
FEinsetzen der zweiten Gleichung in die erste gibt

01 4+ @%w =0,

(18)

[1P] , also die Gleichung des harmonischen Oszillators. Die allgemeine Losung kann geschrieben werden als

w1 = Acos (0t + ¢) ,

(19)

[2P] , wobei A und ¢ aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden kénnen. Einsetzen in die erste Gleichung

in (1) gibt dann

1
we = ——wy = Asin (@t + ¢) .
@
[1P] . Weiterhin ist

Lis =0uw 2, L3 = O3ws,

(20)

(21)

[1P] , also beschreiben die Vektoren EKS,@’KS im korperfesten Koordinatensystem eine Drehung um die

é3-Achse mit Kreisfrequenz @ und Radius ©A bzw. A [2P] .



2.2 Losung (b), 10P
Ausschreiben der Vektorgleichungen gibt

I_; =0 (w1€1 + U.)Qéé) + O3zwses, W = wW1€1 + wafs + w3€3, (22)
[1P] also
L =0d+uw;(©3—0)és, (23)
und schlie3lich
L
o= W&+ @es . (24)

[2P] . Also liegen die Vektoren L, &3, @ in einer Ebene [1P]. Da keine Drehmomente angreifen ist der Vektor

L zeitlich konstant. Wir benutzen dann die Bewegungsgleichung fiir Vektoren die konstant im korperfesten
KS sind:

dt

—

= X 3,

was besagt dass €3 mit der Kreisfrequenz w um & rotiert. Einsetzen von (24) gibt dann

@— E_N_' X_’—
a \e wes =

[2P] , was besagt dass €3 mit Kreisfrequenz é um L rotiert [2P] . Da & in der gleichen Ebene wie €3 liegt,

X 53 N (25)

|t~

rotiert also auch & mit derselben Kreisfrequenz Q) = é um L [2P] .



3 Losungen Aufgabe 3

3.1 Losung (a), 3P

Fiir die Gesamtzeit T' gilt

Y P Y e o o i o)
r=fa= [ =L e (26)
[2P] , also ist
P (a). o)) = Flo' (o)) = L2 (27)
[1P] .

3.2 Losung (b), 2P

3.3 Loésung (c), 2P
Aus

go-t___ 1 (29)

2

folgt
1
y = ;\/c — 2 (30)

[nur '+’ Losung, da nach Aufgabenstellung ¢’ > 0 [v > 0], muss aber nicht kommentiert werden] .

3.4 Losung (d), 5P

Mittels Separation der Variablen erhalten wir [v = v(y)]

dyL =dzx (31)

2 _ 2

[1P] . Da v = ay+wvp linear in y, kénnen wir nach Variablensubstitution das Integral aus der Formelsammlung
verwenden:

—V/2 —(ay +1)2+C = ax (32)

[1P] . Die Konstante C ist mit der Anfangsbedingung (z1,0) gegeben als

C=ar+w (33)

mit w = \/c? — v3 [1P] . Damit ist

y(a) = \/(W)2+2;”<x—x1>—<x—x1>2—“° (34)

a a

[2P; nur '+’ Losung damit Anfangsbedingung erfiillt ist, muss ebenfalls nicht kommentiert werden] .

10



3.5 Losung (e), 4P
Wir nutzen den Endpunkt (z2,y2):

v\2 2w )
yz—\/<0) +7($2—331)—(902—$1)2—EO

a

und erhalten

a((z2 — z1)* + y3) + 2v0y2
2($2 — :El)

[3P] . Damit ist

y(z) = \/<”0>2 i a((z2 — 21)% + y3) + 2v0y> (5 —21) — (2 — 21)° — %

a a(332 - $1)

Mit w > 0 [welche die Bedingung a/vg > —1/ys impliziert] ist [xe — 21 > 0]

a ((552 —x1)? + y%) + 2vpy2 > 0,

also

2
g>_ Y2

vo — (w2 —21)?+y3

[1P] .

3.6 Losung (f), 4P
Aus der DGL (30) folgt

T [ e [

also mit Substitutionen

2 c c [TT™ 1
/xl V3 + 2aw(z — 1) — a?(z — 11)? v a2/0 (vo/a)? —2w/ax — 22 .

To—T1 1 q e To—T1—Ww/a 1 4
Ta@)e (@ wje a?/_w/a (c/a) =22
1 a/c(xa—x1)—w/c 1 1 a/c(z2—z1)—w/c
= / sdr = —tanh™![z]
a w/c -2z a —w/c

= 1 <tanh [ Tg—x1) — %} — tanh™! [—%D

a
:i In c+a(ry —x1) —w I c+w ’
2a c—alxa—x1)+w c—w

(41)

(42)

wobei tanh™[z] = 1/21n[(1 +2)/(1 — x)] verwendet wurde [2P bis Gleichung (41), +2P fiir den letzten oder
vorletzten Schritt; verschiedene Darstellungen der letzten beiden Schritte sind als richtig anzuerkennen, ins-
besondere ist der Weg zur Losung nicht eindeutig; das Integral kann z.B. auch mittels Partialbruchzerlegung

bestimmt werden)] .

11



4 Losungen Aufgabe 4

4.1 Losung (a), 2P

Die kinetische Energie ist die Summe aus der kinetischen Energie des Massenpunktes m (7},,) und dem der
kinetischen Energie der Scheibe, die sich aus einem Translations- (T};) und Rotationsanteil (T79") zusam-

mensetzt

1
T="T,+T8 + 159 = 2mr—|— MrN+ 9¢2

= mR2¢$? (1 — cos ¢) + MR2<;$2+ MR2¢2 R2¢2< M 4 m (1 — cos ¢)>

[1P] . Fiir die potentielle Energie gilt:
V =gR(M+m(1—cosg))+V
[1P] , wobei die Konstante V) so gewihlt werden kann, dass
V = —mgRcos ¢

[andere Fixierungen von V{ sind auch richtig] .

4.2 Losung (b), 3P
Es ist

o (3
L=T-V = R?*}? <4M+m(1 —COS¢)> + mgR cos ¢

und damit die Euler-Lagrange’sche Bewegungsgleichung
_doL oL
S dtggy 09
[2P] . Geldst nach ¢ ergibt sich

_2m/(3M) (¢ + g/R)sin¢
1+4m/(3M)(1 — cos ¢)

[1P] .

4.3 Losung (c), 2P

Die Gesamtenergie ist gegeben als
E=T+V = R*}? <4M +m(1-— cosgi))) —mgRcos ¢

[die Gesamtenergie ist, wie V', bis auf eine Konstante fest] und fiir é ergibt sich

éz\/ E +mgRcos ¢

R2(3/4M + m(1 — cos ¢))

: 4FE+mgR
b6 =0)=wo =/ 3=

32
40

[1P] . Da E = const, ist

also
FE = SwiMR? —mgR

und damit ist

b= wi —4mg/(BMR)(1 — cos ¢)
B 1+4/3(1 —cos¢)

[1P] .

12

e —R2¢>< M+2m(1 —cos¢)> +mR (R¢2+g) sin ¢

(46)

(47)

(48)

(50)



4.4 Losung (d), 5P
Fiir die Zwangskrifte gilt [Z(") ist die Zentripetalkraft]

mr = —mgé, + 7 + 7P (54)
[1P] . In
5 v (l—cos¢ 29 [ sin ¢
r==Hhe < sin ¢ > + Ro? <cos qﬁ) (59)

[1P] identifizieren wir den zweiten Term als Z (P), also ist die z-Komponente von Z(5)
Z%) = mg + mR¢sin ¢ (56)

[IP] . Nun ist [Entwicklung von Gleichungen (48, 53) in m/M; ¢ wird bis zur nullten Ordnung benétigt, da
¢ bereits O(§}) ist]

T 2m oy g . _2m 9 g\ .
=331 (#+ 5)smo= 347 (f + ) sin (57)
[1P] und damit
(9) m? i
Zy) =mg — 3 (Rwg + g) sin® ¢ (58)
[1P] .
4.5 Losung (e), 3P
Wir suchen eine Losung zu ng) =0
2m 2 . 2
O:g_ﬁﬂ (Rwg + g) sin® 6. (59)
Da sin? ¢ < 1, folgt daraus
m 39 3 1 m
— = > - = |— 60
M 2(Rw8+g)sin2¢)_21+ng/g |:M:|min (60)
[1P] fiir den minimalen Wert von m /M, sowie
sin ¢ = 1 (61)

[1P] fir diesen Fall, also 16st sich das Rad bei den Winkeln ¢ = 7/2,37/2 . Fiir das numerische Beispiel
folgt

m 3 1
= - _~30-1073 62
M 21+5-102 (62)

[1P; der kleinere Beitrag im Nenner kann, im Hinblick auf die signifikanten Stellen, vernachléssigt werden] .

13



4.6 Losung (f), 5P
Nach Gleichung (53) ist [Entwicklungen in m/M]|

2wy P92 (cosé— my?
o —w0+M3<R+w0>(cos¢ 1)+0<(M>> (63)
und weiterhin
p(i_ma( 9 1)) = w2 my?
é <1 M3<Rw8+1>(cos¢> 1)>—w0+(’)<(M) ) (64)
sowie
) 1_&2 941 (cosp—1) ) =wo+ O (ﬁf (65)
M 3 \ Ruj - M) )
Separation der Variablen und Integration gibt
m 2 g .
p— —= <1—|—> (sing — ¢) = wot + C (66)
M3 Rw3

mit der Konstanten C' = 0 aus der Anfangsbedingung ¢(t = 0) = 0 [3P; es kann auf verschiedene Wege zu
dem Ergebnis gefunden werden, z.B. auch durch Einsetzen von ¢(t) = ¢O(t) + ¢ (t) m/M + ... in die
Gleichung, die nach dem Wurzelziehen in Gleichung (63) entsteht].

Mit ¢(t) = ¢O(t) + oM (t) m/M + O((m/M)?) folgt zuniichst [da der zweite Term bereits O(m/M) ist]

¢ (t) = wot (67)
[1P] , sowie iterativ
oM (t) = % <1 + Ri%) (sin [wot] — wot) (63)

[1P] .

14



5 Losungen Aufgabe 5
5.1 Losung (a), 5P
Wir fithren zuerst Kugelkoordinaten ein
= Rcos¢sinb, y = Rsin¢sing, z=—Rcos#,
mit der Zwangsbedingung ng = w. Der kinetische Term ist

T=2 (i 4+ = TR (w?sin? 0+ 62)

[1P] und mit dem Potential V' = mgz = —mgR cos 6 ist die Lagrangefunktion
L= %RQ <w2 sin? 6 + 92> + mgR cos 6

[1P]. Der zu 6 konjugierte Impuls py ist

oL )
:7:mR 0,
Po Y]

und die Hamiltonfunktion ist (wir miissen 6 durch pg ersetzen: 6 = o3

P

mRR2

2
H=0py— L= —%RQ (w2sin29+ Po >—ngcos€

m2R4

also schliefllich

2

H(0,po) = 275932 - %szz sin® @ — mgR cos §

[1P] . Die Bewegungsgleichungen sind
. 8H . Po . 6H

O = o~ mEE P="29

= mR%w?sin cos § — mgR sin 0

2P] .

5.2 Losung (b), 5P

Wir schreiben

P

H =
2mR?2

+ Ukt Uett = —%R%ﬂ sin? 6 — mgR cos 6

(72)

(73)

(76)

[1P] . Eine stabile Gleichgewichtslage liegt vor, wenn sich die Perle an einem lokalen Minimum 6y von Ueg

befindet (mit § = 0). Das bedeutet dass

OUest = —mR?w? sin Oy cos Oy + mgRsinfy =0,
2
a@ggﬁ = —mR%? (2 cos® 0y — 1) +mgRcosty >0
o

[2P] . Die Bedingung dass fiir w = Q der tiefste Punkt 6y = 0 stabil ist lautet dann
—mR*Q% 4+ mgR > 0
[1P] , also
Q<+g/R
[1P] .
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5.3 Losung (c), 5P
Fiir w > Q ist fiir die stabile Gleichgewichtslage sinfy # 0 [1P] , also lauten die Bedingungen

0 = —mR?w? cos by + mgR, —mR%w? (2 cos® 0y — 1) + mgRcosfy >0 (80)
[2P] , und haben die Losung
g
0y = —= 81
costl = o~ (81)

2P] .

5.4 Losung (d), 5P

g

oz bis zur zweiten Ordnung in 6 — 6y.

Wir entwickeln nun das Potential um die Losung 6p mit cosfy =
Wir haben bis zu dieser Ordnung

1
sin @ = sin 6y + cos 6p(0 — 6y) — 5 sin 0y (0 — 00)2 ,
1
cos = cos by — sin by (0 — 6y) — 5 cos 00(0 — 6p)* (82)
[1P] , also
R 5 .
U = —mR 5w sin“ 0 + g cos 6
= —mR [§w2 (sin2 6o + 2sin 6y cos By (6 — 6y) + cos® By (6 — 6y)? — sin” Oy (0 — 90)2)
1
— mRy <cos 0o — sin (0 — ) — 5 cos B (6 90)2) (83)
Wir benutzen nun zuerst g = Rw? cos 6
Usg = —%R%}Z (sin2 0o + 2sin 6y cos By (0 — Oy) + cos® By (6 — By)? — sin® Oy (0 — 90)2)
1
— mR%*w? <0082 O — sin By cos Hp(0 — ) — 5 cos? 0y (6 — 00)2>
— —%R2w2 [1 + cos? by — (1 — cos? 90) 0 — 90)2]
2 2
m 2 2 g g 2
T T SR P o

[1P] . Bis auf eine unbedeutende Konstante ist also

2
_ My 9 9 2
mit A = 0 — fy, also ein rein quadratisches Potential in Af mit positivem Vorfaktor, was genau der

harmonische Oszillator ist [1P] . Fiir die Frequenz schreiben wir die Bewegungsgleichung fiir Af mit dem
kinetischen Term (A = 0)

oo p@ _ 1 aUeff__Q . 92
A=~ mmans - @ \} R ) Bl (86)

[1P] , also ist die Schwingungsfrequenz um die stabile Gleichgewichtslage 6y gegeben durch

92

R2w4

& =w/1 (87)
[1P] .
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