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Aufgabe 1: Satze iiber hermitesche Matrizen

Sei A eine hermitesche n x n Matrix.

a) Zeigen Sie, dass alle Eigenwerte von A reell sind.
b) Zeigen Sie, dass Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten von A orthogonal sind.

c) Zeigen Sie, dass man stets eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A konstru-
ieren kann. Zeigen Sie dazu zunéchst, dass A stets mindestens einen Eigenwert A
besitzt. Definieren Sie dann den Eigenraum zu A,

Ex={veC":Av= )X }CC" |,

und zeigen Sie, dass FE) ein Vektorraum ist. Betrachten Sie dann das orthogonale
Komplement von F),

Efy ={ucC" :vlu=0vc E,} ,
und zeigen Sie, dass Fy ein A-invarianter Unterraum ist, also
Au € Ey Yu € EY
gilt. Folgern Sie daraus die Behauptung.
d) Zeigen Sie, dass eine unitire Matrix U und eine Diagonalmatrix D existieren mit
U'AU =D

Welcher Zusammenhang besteht zwischen U, D und den Eigenwerten und Eigenvek-
toren von A?

e) Sei B eine weitere hermitesche n x n Matrix, die mit A kommutiert, also
[A,B]=AB—-BA=0

erfiillt. Zeigen Sie, dass eine Orthonormalbasis aus gemeinsamen Eigenvektoren von A

und B existiert, also eine Basis vy, ..., v, von C" mit Av; = \;v; und Bv; = p,;v; fir
t=1,...,nund Ay,..., Ay, fi1, ..., 1y € R. Wie lasst sich dieses Ergebnis auf einen
Satz von m kommutierenden hermiteschen Matrizen A, ... A,, (mit [A4;, A;] =0 fir

alle 7,7 € {1,...,m}) erweitern?



Aufgabe 2: Exponentialreihe fiir Matrizen

Die Exponentialfunktion fiir Matrizen ist analog zur Exponentialfunktion fiir komplexe
Zahlen iiber die Exponentialreihe definiert:

exp(A) =) T
k=0
fir A € C™™,
a) Zeigen Sie, dass fir o € R gilt:
d exp(aA) = Aexp(aA)
—ex = Aex
dot P P

b) Berechnen Sie exp(—iaA) fiir



